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parte do seu trabalho menos divulgado (quando comparado com os contributos 
dados à teoria das séries infinitas) faremos, também, uma discussão detalhada 
acerca da sua vida, destacando-o como uma das figuras mais proeminentes 
do iluminismo português. Por constituir um estudo comparativo analisaremos a 
relação existente entre o tratamento das secções cónicas nas suas obras e 
nas dos seus contemporâneos estrangeiros: Leonard Euler (“Introductio in 
Analysin Infinitorum” (1748)), Étienne Bézout (“Cours de Mathématiques à 
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The main goal of this thesis is to analyze the treatment of the conic sections in 
the work of the Portuguese mathematician José Anastácio da Cunha (1744 – 
1787), particularly in his "Ensaio sobre as Minas" and the "Principios 
Mathematicos". To evaluate the special contribution of Anastácio da Cunha to
the development of Portuguese mathematics also with this less known part of 
his work (compared with his contributions to the theory of infinite series) the 
thesis contains a detailed discussion about his life as one of the most important 
figures of the Portuguese Illuminism. Being a comparative study we analyzed 
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mathematicians Leonard Euler (“Introductio in Analysin Infinitorum” (1748)), 
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Prefácio 
 
“Penso inclusivamente que ninguém conhece plenamente uma ciência enquanto não 
conhecer a sua história” Comte (1830)1 
 
A subsistência de um qualquer ramo da ciência depende intimamente dos 
progressos protagonizados pelos seus intervenientes, seja ao nível das 
descobertas e suas interpretações ou das críticas e consequentes reformulações. 
O papel activo de um público, em geral, que aceite ou rejeite uma teoria é 
fundamental na sua divulgação e inter-relação com o meio social em que coabita. 
No entanto, todo este processo pode ser efémero não resistir, por si só, ao 
desgaste a que está, constantemente, sujeito. Neste sentido, consideramos que a 
existência de uma qualquer disciplina que reflicta sobre as práticas científicas é 
fulcral no sentido da sua sobrevivência.  
A história e a historiografia constituem um exemplo claro de mediação entre 
a ciência e seus diferentes espaços temporais e físicos. O Século das Luzes foi 
rico em estudos retrospectivos e introspectivos que se manifestaram quer pela 
quantidade de documentos históricos e filosóficos produzidos, quer pela 
multiplicidade de poesia sobre ciência, ainda que dominados por um “optimismo 
científico e social ingénuo”2. Desde então, a história tem percorrido um longo 
caminho no sentido de se desarreigar de interpretações heróicas e míticas, para 
renascer numa ciência concreta, munida de conjecturas bem fundamentadas, de 
interpretações válidas e de generalizações coerentes. Desenvolver a nossa história 
e avivar a sua memória foi o desafio que aceitamos, por entendermos que 
compreender a evolução da matemática, as suas estórias, as suas personagens e 
os seus instrumentos é sem dúvida o ponto de partida para bem conhecê-la e 
melhor desenvolvê-la.  
Os congressos, a literatura e as conversas no seio da comunidade científica, 
mormente os que debatem o tema da história e historiografia da matemática em 
Portugal, são unânimes em notar as lacunas existentes no conhecimento da 
                                                 
1 Cit in Kragh, H. (2001) p. 13 
2 Kragh, H. (2001) p. 6 
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história da ciência do nosso país. Mais do que em biografias ou temas específicos 
esta escassez faz-se notar em estudos que desenvolvam este tema num sentido 
mais lato, que aprofundem os factos numa perspectiva mais abrangente, que 
comparem épocas e autores. Esta foi uma das principais motivações que nos 
conduziu a produzir mais algumas páginas sobre a história da matemática 
portuguesa, da qual tentaremos desvendar alguns episódios. 
 José Anastácio da Cunha é a figura central da nossa investigação e é em 
torno desta personagem do século XVIII que se desenrola a nossa acção. A 
escolha deste autor surgiu após termos verificado que existem muitos aspectos 
da sua obra que não foram, ainda, analisados. 
 Numa primeira parte achamos fulcral enquadrar o matemático na sua 
época, Idade das Luzes, e no seu espaço físico, Portugal, com incidência em 
Coimbra, cidade de grande tradição universitária. Na segunda parte, 
especificaremos alguns pormenores biográficos e criaremos uma ideia geral de 
toda a sua obra. A relevância que atribuiu às secções cónicas fez-nos notar a 
necessidade de um estudo aprofundado sobre este tema, principalmente após 
termos notado diferentes abordagens nos seus escritos. Contudo, antes de 
examinarmos as suas obras, propriamente, parece-nos relevante demonstrar, 
numa terceira parte do trabalho, a importância que este assunto desempenhou na 
história da matemática, assim como proceder à análise de abordagens distintas 
do tema, de três autores contemporâneos - Euler, Bézout e Muller - com o 
objectivo essencial de fornecer ferramentas de análise e crítica ao quarto capítulo. 
Mais do que uma exposição de conteúdos e abordagens este capítulo quatro 
pretende fornecer uma visão abrangente e integradora do tratamento das secções 
cónicas por Anastácio da Cunha. 
 Recorremos a diversas referências bibliográficas, das quais demos maior 
relevância, como é evidente, às fontes primárias que são as que melhor 
fundamentam um trabalho deste género. Embora não tenhamos conhecimento da 
existência de outro documento que se debruce sobre o tratamento das secções 
cónicas na obra de Anastácio da Cunha, investigações sobre a vida e a obra do 
nosso autor são abundantes, nomeadamente no que diz respeito à análise 
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pormenorizada do livro VIIII no qual o matemático define o conceito de série 
convergente.  
No decorrer da nossa análise, foram numerosas as restrições a que fomos 
sujeitos. Primeiro com o número de autores contemporâneos que analisámos 
depois com os conteúdos que destes seleccionamos. E, ainda, dada a 
diversidade de conteúdos que cada um dos autores abordou, tornou-se urgente 
estabelecer um limite. Este limite, como seria de esperar, foi determinado pelos 
conteúdos abordados por Anastácio da Cunha. No entanto, Ensaio sobre as 
Minas e Princípios Mathematicos apresentam abordagens completamente 
díspares. Decidimos, então, focalizar a nossa atenção nos aspectos que 
concernem à definição de secção cónica, comum a ambas as obras, e foi desta 
premissa que partimos para o estudo comparativo. Todavia, achámos que essa 
restrição comprometeria o bom entendimento de alguns assuntos tratados em 
Princípios Mathematicos, deixando-os aquém da sua relevância, pelo que 
decidimos, também, explorar e compará-los, progressivamente, aos conteúdos 
abordados nas obras escolhidas. 
Esta é uma investigação histórica de carácter comparativo. Com esta 
comparação, que surge essencialmente no quarto capítulo e nas considerações 
finais, procuramos recolher, comparar e descobrir elementos que nos permitem 
sistematizar e generalizar o conhecimento que temos acerca do autor, da sua 
obra e da sua época. As intenções de consecução da obra, os conteúdos 
abordados, as metodologias utilizadas, as influências de outras fontes serão 
alguns dos pontos de partida para esta análise.  
Em apêndice apresentaremos alguns elementos, recolhidos durante a 
investigação, e que visam completar algumas questões específicas.  
 
Advertência 
Sem prejuízo de carácter histórico e com intuito de tornar fluente o nosso 
discurso, tomaremos algumas posturas anacrónicas nomeadamente no que 
concerne ao simbolismo matemático. Não obstante, ao estabelecermos algumas 
conclusões seguiremos a via diacrónica, ou seja, analisaremos os aspectos do 
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passado com as suas próprias premissas. No que se refere, ainda, ao discurso, 
sentimos a necessidade de que estes sejam variados em momentos distintos. 
Assim, utilizaremos um estilo impessoal e narrativo quando for nosso objectivo 
essencial retratar factos e majestático quando pretendermos manifestar a nossa 
opinião. As figuras que utilizamos são as que acompanham cada um das obras 
que analisamos e são respectivas a cada questão analisada. De forma a torná-las 
mais apresentáveis, foram submetidas a alguns arranjos gráficos com o software 
Adobe Photoshop CS. 
 iii
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1. Enquadramento Histórico 
“A técnica, a ciência e mesmo a arte renascentista aliam-se agora num esforço de rigor. O 
homem confia na sua razão e na sua experiência e na tecnologia nascente. A ciência envereda 
por novo caminho em que a medição rigorosa e a previsão matemática substituem as explicações 
qualitativas com base nas causas primeiras e nos fins últimos.” (A. Abrunhosa) 1 
 
1.1. Da alvorada da Época Moderna ao período das Revoluções   
Os tempos modernos, inaugurados pelo fenómeno dos Descobrimentos 
Marítimos do século XV, traçaram um novo rumo cultural, social e científico na 
Europa. A difusão da cultura grega no Ocidente, consequência da queda de 
Constantinopla, e a criação de métodos mais eficazes na difusão de informação, 
como a imprensa, criaram condições para o nascimento e proliferação do 
pensamento moderno. Em oposição ao sistema social e cultural da Idade Média, 
marcado pelo feudalismo, pela autoridade eclesiástica e pela Ciência arreigada ao 
Catolicismo, estabeleceu-se uma nova relação entre o Homem e o Mundo. 
Profundas transformações sociais, económicas e tecnológicas fizeram-se sentir 
entre os séculos XV e XVII. A observação crítica dos fenómenos, as reformas 
religiosas, o desenvolvimento da técnica fundamentada pela ciência e a crescente 
valorização da natureza assumiram um papel preponderante na nova 
interpretação e concepção da realidade.  
O pensamento filosófico, gradualmente desenraizado da perspectiva 
aristotélica, tornou o homem cada vez mais confiante na experiência, na 
tecnologia, na razão e em si próprio. Assistiu-se ao nascimento de diversos 
movimentos que promoveram a valorização do saber humano configurando-lhe 
uma nova dimensão. O Renascimento renova a Europa ao conferir-lhe um novo 
sentido estético e literário. O Velho Continente transformou-se, desta forma, no 
palco de várias revoluções culturais e científicas, marcadas pelo interesse de 
novas ideias, por um florescimento das artes e por uma necessidade de utilizar 
novas tecnologias, por exemplo, ao serviço da navegação. A descoberta da 
                                                 
1 Cit in Monteiro, M. C. (2004) p.44  
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pólvora, na Idade Média, bem como os impressionantes avanços da tecnologia 
militar, nos séculos XVI e XVII, transformaram as Artes da Guerra, onde a 
Artilharia passa a ocupar uma posição de destaque. 
As novas ideias e conceitos, de liberdade e igualdade em defesa dos 
direitos humanos, que então floresciam nem sempre terão sido bem recebidos, 
pelo que os séculos XVII e XVIII foram marcados por diversas Revoluções. Em 
plena década de 50, os filósofos do século XVIII apelavam à liberdade e à 
consequente abolição dos sistemas religiosos e monárquicos. Autores como 
Montesquieu, Voltaire, Rousseau, Diderot deram voz a estes pensamentos 
liberais e nacionalistas. A Europa estava assim, irremediavelmente, abalada pelas 
correntes do pensamento iluminista. A tendência “enciclopedista” transforma o 
modo como se concebia e difundia o conhecimento e o aparecimento de novos 
rituais de transmissão, como as publicações periódicas, tornam célere a sua 
expansão. 
 Os avanços políticos, económicos e sociais, característicos do século XVII, 
motivaram um verdadeiro desenvolvimento em diversos âmbitos da ciência, em 
geral, e na matemática, em particular. A procura de um método quantitativo para 
estudar o mundo e conferir rigor aos seus avanços conduziu a uma crescente 
tentativa de matematização do real. A álgebra, que até ao século XV se 
desenvolvia com a linguagem e os métodos da geometria grega, vai adquirindo 
autonomia com a introdução de uma simbologia mais concisa2. Com Descartes e 
Fermat inaugurou-se o poderoso método da Geometria Analítica que 
proporcionou uma nova abordagem dos assuntos matemáticos. Esta descoberta, 
aliada à invenção dos logaritmos por Neper; à fundação da ciência da dinâmica 
por Galileu; à criação das leis planetárias por Kepler; ao estabelecimento dos 
fundamentos da teoria dos números por Fermat e aos avanços na teoria das 
probabilidades com Huygens, contribuíram para uma crescente formalização da 
matemática3. Estavam criadas as condições para que esta se despegasse do seu 
carácter prático e aglutinado às artes mecânicas, para se superar e reinventar 
como ciência auto-suficiente. Este contexto favorece a criação, por Leibniz e 
Newton, de uma das mais importantes descobertas desta época - o cálculo 
                                                 
2 O uso de letras para representar incógnitas e coeficientes é um exemplo. 
3 Eves, H. (1997) p. 340 
ENQUADRAMENTO HISTÓRICO | 
 
  3
diferencial e integral. Estava inaugurado um novo capítulo da matemática - a 
Época Moderna - que encerra o longo episódio da matemática medieval no 
Ocidente. 
No âmbito científico, os séculos XVII e XVIII foram gastos, em grande 
parte, na exploração dos novos e poderosos métodos do Cálculo. Taylor, 
Maclaurin, Euler, Lagrange, D’Alembert, Lambert e a família Bernoulli fizeram 
descobertas notáveis. Contudo, a utilização destes novos métodos em todos os 
tipos de problemas, físicos ou matemáticos, conduziram a paradoxos e 
contradições que fragilizaram as bases de todo este novo edifício matemático. Os 
fundamentos da matemática estavam novamente em crise4, lançando uma 
profunda discussão, na comunidade científica, acerca das bases onde deveriam 
assentar a Análise5. A certeza dos resultados tornou-se mais urgente do que as 
possíveis aplicações práticas e o esforço conjunto em construir uma 
fundamentação lógica e sólida para toda a matemática, seria, apenas, conseguida 
no século XIX6, com a “aritmetização da análise”. 
 
1.2. Sobre a actividade cultural, científica e pedagógica em 
Portugal  
 A interpretação que tem sido aceite da História da Ciência e do Ensino em 
Portugal nem sempre se tem mostrado muito clara, parecendo até, por vezes, 
tendenciosa. A falta de documentos que comprovem factos sobre os hábitos da 
comunidade científica e escolar levantam muitas dúvidas acerca das diversas 
acepções que têm sido traçadas. No entanto, é facto aceite que o 
desenvolvimento cultural e social, nomeadamente na renovação da ciência e da 
                                                 
4 A chamada primeira crise dos fundamentos da matemática terá ocorrido por volta da segunda metade do 
século V a.C. com a descoberta de que nem todas as grandezas geométricas da mesma espécie são 
comensuráveis. Facto que abalou profundamente os princípios (filosóficos) da escola pitagórica, onde o 
conhecimento dos números naturais e das suas propriedades era o saber fundamental, do qual todos os outros 
saberes derivavam (domínio da Aritmética). Correia de Sá, C. et al (2000). 
5 Note-se que a construção dos números reais ainda não houvera sido realizada, o que não facilitava a 
exactidão da abordagem de conceitos como o infinito ou os números infinitamente pequenos e infinitamente 
grandes, definições essenciais ao Cálculo. 
6 A. L. Cauchy deu os primeiros passos rumo à superação da crise ao substituir o vago método dos 
infinitésimos pelo preciso método dos limites.Com a subsequente aritmetização da análise, por K. T. M. 
Weierstrass e seus seguidores, entendeu-se que a crise estava ultrapassada. Eves, H. (1997). 
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filosofia, verificado a partir do século XVI, teve um fraco impacto em Portugal 
relativamente a outros países da Europa. Diversos são os autores que admitem 
uma época de decadência que se iniciou na segunda metade do século XVII, 
após o legado de Pedro Nunes, até à primeira metade do século XVIII. Entre os 
factores que contribuíram para este interregno são apontados a perda da 
Independência de Portugal entre 1580 e 1640, que terá canalizado todas as 
atenções para a Restauração do poder da nação; a censura operada pelo 
Tribunal do Santo Ofício, introduzida no país por D. João III, que não terá 
facilitado o exórdio de obras renovadoras ou de autores defensores das novas 
ideias, e a tradição monástica/escolástica do ensino português, evidenciada pelo 
largo domínio da Companhia de Jesus, que não terá favorecido a proliferação do 
pensamento moderno.  
Em Portugal, a actividade pedagógica seiscentista estava, na sua maioria 
confinada aos Colégios da Companhia de Jesus. Estes, que numa primeira etapa 
consistiam em seminários exclusivos para jesuítas, vieram a transformar-se em 
estabelecimentos de ensino que recebiam quer os alunos que pretendessem 
professar votos, quer aqueles que não dispusessem dessa intenção. Embora os 
ensinamentos com orientação para o voto exigissem certas regras específicas, as 
obrigações e orientações dos estudos eram semelhantes para ambos. A 
Companhia de Jesus foi, progressivamente, edificando a sua instituição com 
todos os níveis de ensino, até meados do século XVIII. De entre os 
estabelecimentos que esta Companhia detinha destacaram-se, pela importância 
que desempenharam ao longo da história, o Colégio de Santo de Antão em 
Lisboa, o Colégio das Artes em Coimbra e a Universidade de Évora. O ensino 
universitário, aquando do domínio da Companhia de Jesus, desdobrava-se em 
três cursos: Letras, Filosofia ou Artes e Teologia. De notar que estes cursos 
deveriam ser operados por esta ordem. Os que não pretendessem ser jesuítas 
começavam por frequentar o curso nas Letras e, posteriormente, de Filosofia, se 
assim o pretendessem. Como refere Rómulo de Carvalho: 7  
 [o Curso de Filosofia] “visava directamente a formação científica da inteligência mas 
encaminhava-se a um fim moral e religioso para não contrariar mas favorecer as sublimes 
intenções do fundador da Companhia de Jesus.”  
                                                 
7 Carvalho, R. (2001) p. 343 
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 Embora a influência da Companhia de Jesus na vida nacional se 
mantivesse até à primeira metade do século XVIII, esta instituição não foi 
detentora da totalidade do monopólio de ensino. Uma das instituições que com 
ela, directamente, competiu foi a Ordem religiosa de S. Filipe Nery, a 
Congregação do Oratório criada em Roma em 1564, com estatutos aprovados, 
em Portugal, em 1672. Para o seu sucesso, nas mais diversas incursões, terá 
contado o nítido entusiasmo dos seus mestres pela tão em voga Física 
Experimental, que se comprovou com o crescimento da utilização de experiências 
científicas nas suas práticas pedagógicas, mas também, e de forma decisiva, por 
gozar da aberta protecção que D. João V demonstrava nas suas tomadas de 
decisão. De facto, com a subida de D. João V ao trono, assistiu-se a um 
crescimento do gosto e apego às novidades científicas, não fosse essa a 
tendência sentida no reinado de D. Luís XIV de França, que ditava as modas da 
época, e das quais o monarca português não prescindia de imitar. Os oratorianos, 
que se revelavam mais propensos a essa tendência, beneficiaram com essa 
vontade de D. João V. Os contributos da comunidade Nery foram diversos, mas 
assumiu grande destaque o astrónomo e matemático português, João Chavalier, 
pelas observações efectuadas na Casa das Necessidades, entre 1753 e 1757 e 
pelos seus feitos, essencialmente no campo da Astronomia e ainda o padre 
Teodoro de Almeida, divulgador da Filosofia Moderna, nas sua obra Recreação 
Filosófica em 10 volumes. 
Vimos, que a Companhia de Jesus demonstrou uma hegemonia no ensino 
português, nos seus mais diversos níveis. Não tão segura e consensual, no 
entanto, é a conjectura de que esta instituição tenha sido integralmente 
responsável pela ausência de cultura científica no país durante esse período. 
Diversos factores, bem sublinhados por Décio Martins8, contrariam a ideia, quase 
generalizada, de que os jesuítas desconhecessem ou recusassem as novas 
correntes do pensamento iluminista que surgiam na Europa. Entre as principais 
razões que têm contribuído para a aceitação de que o desempenho pedagógico 
dos jesuítas em nada favoreceu a inovação científica, encontra-se a natureza dos 
estatutos, comum a todos os seus estabelecimentos de ensino. Estatutos esses 
                                                 
8 Martins, D.R. (2000) pp. 193-212 
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que impunham diversas restrições, nomeadamente ao proibirem qualquer tipo de 
discussão de cariz modernista, assim como a interdição da entrada da totalidade 
dos autores e filósofos que davam forma a esses pensamentos. Contudo, é bem 
conhecida, ainda hoje, a distância que separa uma lei da sua concretização final! 
Tendo em conta a clareza e vigor da proibição desses temas e autores9, Décio 
Martins afirma ser verosímil considerar que os temas da Filosofia Moderna e, 
particularmente newtoniana, constituíssem já objecto de estudo, embora de forma 
não oficial. Terão sido vários os jesuítas que ansiavam uma renovação do seu 
ensino, aos quais estas leis obsoletas, provavelmente, também não agradariam. 
Todavia, encontravam-se condicionados pelo carácter rígido dos regulamentos da 
sua instituição e receavam qualquer forma de punição.  
Independentemente das conclusões que possam advir destas 
considerações, é inegável o contributo prestado por Inácio Monteiro, professor de 
Matemática no Colégio das Artes da Universidade de Coimbra e autor da obra 
Compêndio dos Elementos de Matemática, impresso em Coimbra em 1754. O 
autor demonstra, nesta obra, a sua admiração por Descartes e por outras ideias 
modernas, o que nos conduz a indiciá-lo como um dos primeiros vultos iluministas 
do país. A natureza deste compêndio físico-matemático revela que o autor 
possuía um conhecimento das novas perspectivas científicas e pedagógicas 
europeias da época, que superavam as características do ensino que, 
supostamente, deveria ser ministrado na sua instituição. Este não parece ter sido, 
no entanto, um caso isolado, pois é possível encontrar muitos outros nomes, que 
embora ligados à Ordem, se encontravam atentos à nova ciência emergente. 
Embora não seja oportuno nomeá-los a todos, não podemos deixar de salientar a 
actividade do padres jesuítas italianos, Capassi e Carbone, que demonstraram 
uma preocupação fora do comum pela ciência ao lançarem um novo entusiasmo 
científico, com a criação do Observatório Astronómico e, ainda, do padre António 
Vieira que exerceu a sua influência nas escolas de Santo Antão, de 1739 a 1742, 
ao tentar introduzir, gradualmente, as ideias modernas nos conteúdos do seu 
curso de filosofia.  
                                                 
9 Entre eles Descartes, Gassendi e Newton. 
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A par do desenvolvimento das instituições escolares, existiram outros 
contributos valiosos para a renovação cultural e científica portuguesa. Os séculos 
XVII e XVIII foram marcados pela criação de diversas academias e pela 
publicação de periódicos, por toda a Europa, o que permitiu uma divulgação da 
ciência, da literatura e de muitas outras áreas do conhecimento, de uma forma 
nunca antes experimentada. Portugal apenas seguiu esta tendência já no século 
XVIII10: o Conde de Ericeira institui uma Academia na sua própria residência 
(provavelmente entre 1718 e 1719), na qual se discutiam diversos temas de 
índole científica e filosófica; Carbone, como já tivemos oportunidade de referir, 
terá visto concedida a autorização de criar um Observatório Astronómico no 
Colégio de Santo Antão em Lisboa (por volta de 1723); D. João V cria a Academia 
Real da História Portuguesa; na década de 40 Manuel Bezerra funda, no Porto, a 
Academia Cirúrgica Protótipo Lusitânica Portuense. Além destes exemplos, que 
apenas demonstram que uma nova mentalidade se adivinhava no curso da 
história da cultura portuguesa, não podemos deixar de considerar todos aqueles 
portugueses que, impedidos de realizar a sua actividade científica ou pedagógica 
no país, se viram forçados a recorrer ao exílio. Esta emigração de pensadores 
portugueses suscita, durante um longo período, um vazio de pensamento, 
inovação e investigação científica em território lusitano. Não obstante, as suas 
obras ultrapassaram fronteiras e fizeram-se ouvir em Portugal, apesar de, 
obviamente, rodeadas de algumas reservas. Jacob de Castro Sarmento, que se 
fixou em Londres em 1712, exerceu uma importante influência na primeira metade 
do século XVIII com escritos da sua autoria como Theorica verdadeira das mares, 
conforme à Philosofia do incomparável cavalhero Isaac Newton ou as suas 
traduções de Francis Bacon. Luís António Verney, doutor em Filosofia e mestre 
em Teologia em Roma, foi o autor do tão comentado Verdadeiro Método de 
Estudar e afirmou-se como um dos mais ilustres difusores das ideias do 
Iluminismo em Portugal. São notáveis, também, exemplos como o médico Ribeiro 
Sanches, o físico João Jacinto de Magalhães que estudava assuntos relacionados 
com física experimental e Soares de Barros, investigador na área da Astronomia 
Física. 
                                                 
10 Carvalho, R. (2001) 
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A segunda metade do Século das Luzes revelou-se, de forma excepcional, 
uma época de mudança, sob diferentes prismas. Em 1750 morre D João V, 
doando ao seu sucessor, D. José I, o seu reino megalómano arruinado, 
empobrecido, totalmente desorganizado nas mais diversas áreas e agravado, 
económica e socialmente, pelo terramoto que atingiu Lisboa, em 1755. Este 
acontecimento, como considera António Sérgio11, marca o início do poderio do 
ministro Sebastião José de Carvalho e Melo (titulado posteriormente, em 1770, 
por Marquês de Pombal) ao qual o curso da História de Portugal edificou como 
uma das suas figuras mais proeminentes. De facto, o seu campo de acção foi 
extremamente vasto e as suas actuações fizeram-se sentir, de forma estruturante, 
em diversas áreas. Um dos seus principais contributos, e o que mormente nos 
convém salientar, foi na reestruturação da actividade pedagógica, da época, em 
Portugal.  
A Companhia de Jesus sentira, na primeira metade do século XVIII, um 
enfraquecimento da sua dominância quer pelas investidas da Congregação do 
Oratório quer pelos ataques ideológicos de diversas personalidades. Contudo, 
terá sido sob a acção do futuro Marquês de Pombal que aqueles viram a sua 
actividade ser abruptamente cessada, após a confiscação dos seus bens e 
posterior expulsão do país pelo Alvará de 28 de Junho de 1759. Com esta 
expulsão pretenderia Marquês de Pombal levar a cabo a reforma nos estudos 
(como o próprio alvará denominou). Tomando algumas das ideias propostas por 
Verney, entre as quais a abolição de todos os manuais escritos pelos jesuítas, 
Pombal tomou diversas providências, de entre as quais se podem salientar: a 
criação de um Director-Geral dos estudos; a fundação, em 1761, do Colégio Real 
dos Nobres (escola civil destinada a nobres); a introdução da Real Mesa 
Censória, instituição à qual é cometida toda a Administração e Direcção dos 
Estudos das Escolas Menores; a introdução da Aula do Comércio, com o intuito 
de preparar os comerciantes para os seus negócios, e a Reforma Pombalina da 
Universidade, com a criação de três novas faculdades: Matemática, Medicina e 
Filosofia. 
                                                 
11  Sérgio, A. (1976) 
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Esta foi, de facto, uma época de grandes críticas tecidas a todas as 
instituições de ensino, então existentes e, em particular, à Companhia de Jesus. 
Os documentos que sustentaram a Reforma da Universidade descreviam um 
vazio total de actividade e inovação científica em Portugal, uma profunda 
estagnação agravada, de forma significativa, pelos métodos pedagógicos e 
científicos obsoletos dos jesuítas, tendo sido, historicamente, essa a imagem que 
prevaleceu. Contudo, actualmente podemos denotar algum exagero, 
protagonizado pelo Marquês, na exposição dos factos, provavelmente para que 
dessa forma exacerbar a necessidade de uma reforma. Independentemente do 
facto de se terem operado, ou não, actividades aliadas à modernização científica 
na Companhia de Jesus até 1759, não restam dúvidas de que o panorama 
português da década de 60 foi caracterizado por uma profunda inércia cultural, 
pedagógica e científica. Uma das consequências imediatas terá sido a expulsão 
dos jesuítas, agravada, também, pela paralisação das actividades do Colégio da 
Casa das Necessidades (pertencente à Congregação do Oratório) e de toda ou 
qualquer acção que se opusesse ao autoritarismo do Ministro. 
Embora não seja nosso objectivo ponderar e avaliar todos os resultados e 
consequências desta tentativa de renovação do ensino por parte do Marquês de 
Pombal, podemos afirmar que o produto desta reforma não se mostrou tão 
profícuo quanto se pretenderia. Foram escritos alguns relatórios que comprovam 
a situação precária do ensino, entre os quais o de 3 de Agosto de 1772, que 
declara a ineficácia da Direcção-Geral dos Estudos12. De facto, para além de 
diversas dificuldades, o ensino português enfrentou a séria falta de professores, 
agravada pela lacuna criada após a expulsão dos jesuítas, assim como pela falta 
de alunos aptos a ingressar na Universidade. 
A Reforma Pombalina do Ensino Universitário pretendia desencadear uma 
transformação social, uma mudança na mentalidade. Contudo, foi marcada por 
um conjunto de situações contraditórias, que condicionaram o sucesso na 
consecução dos seus objectivos. À pretensão de renovar e iluminar todo o 
pensamento português, opôs-se a censura aplicada a diversos autores, que tão 
necessários seriam à fundamentação e orientação de uma revolução científica em 
                                                 
12Carvalho, R. (2001)  
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Portugal. Autores como Hobbes, Diderot, Rousseau, Voltaire, La Fontaine ou 
Espinosa eram consideradas leituras blasfemas e os seus livros eram queimados 
em grandes fogueiras no Terreiro do Paço e na Praça do Pelourinho, em Lisboa. 
Como refere Rómulo de Carvalho: 
“Não se trata, portanto de uma reforma, embora o próprio termo seja empregado no alvará, 
mas de substituição de um método, substituição que aliás não irá ser feita por um método novo 
mas pelo método já usado há duzentos anos, com as actualizações necessárias.” 13 
Contudo, é inegável que a transformação que o ministro provocou tornou 
mais acessível a possibilidade de uma verdadeira revolução científica em 
Portugal. 
[Estavam dados os] “primeiros passos para a separação dos domínios da ciência e da 
religião e para a futura libertação política do país.” 14 
Ainda que não possamos garantir, pela verdadeira asserção da palavra, 
a existência de uma revolução no panorama científico português, este foi um 
momento da História de Portugal que muito contribuiu para uma mudança de 
mentalidade e que, inegavelmente, abriu novos horizontes rumo ao 
desenvolvimento científico. 
Após a morte de D. José I, em 1777, o Marquês de Pombal foi destituído 
do poder, por D. Maria I. Todavia, a obra que ele tinha realizado transformou de 
tal forma a organização da actividade pedagógica em Portugal que se tornou 
impossível o seu retrocesso. D. Maria tomou diversas medidas, entre as quais a 
Reforma dos Estudos Menores (decretada em 16 de Agosto de 1779), segundo a 
qual o ensino elementar era restituído aos religiosos. Como consequência, notou-
se um aumento da actividade pedagógica nos primeiros anos de ensino, contudo, 
o ensino médio viu reduzido o seu número de aulas, após a entrega deste a 
muitos conventos.  
 Muito do desenvolvimento cultural, científico e pedagógico, posterior a 
Pombal, terá lucrado com a criação da Academia Real das Ciências de Lisboa, 
em 1779, onde proliferaram departamentos destinados à observação e 
experimentação: Observatório Astronómico, Gabinete de História Natural, 
                                                 
13Carvalho, R. (2001) p. 468 
14Gomes, G.T. (1934) 
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Gabinete de Física e Laboratório de Química15. Esta Academia, de objectivos 
ambiciosos, nascera ideologicamente antes da queda do Marquês, mas só 
posteriormente conseguiu instituir-se. Nela pretendiam-se abordar muitos dos 
autores que eram constantemente censurados. Acrescente-se, por curiosidade, 
que foi membro desta Academia o matemático enciclopedista D’Alembert. No 
mesmo ano, 1779, é criada a Academia Real da Marinha em Lisboa, uma medida 
que pretendia solucionar o estado deplorável em que se encontrava a marinha de 
guerra e o exército português. 
É nos reflexos da Academia Real de Ciências e nos resultados obtidos na 
Faculdade de Matemática que podemos ver surgir, entre nós, citações de Galileu, 
Descartes, Newton, Leibniz, MacLaurin, Bernoulli, Lagrange, Euler e Laplace, os 
quais começam a ser uma constante no meio académico. 
A ameaça das ideias iluministas que proliferavam por toda a Europa e os 
ecos da Revolução Francesa de 1789 fizeram aumentar o receio, na classe 
dirigente, de que também pudessem ocorrer revoltas sociais em Portugal. Este 
receio demonstrou-se pela insistência obsessiva em censurar e castigar quem 
lesse livros ideologicamente ameaçadores.  
Apesar de todos os esforços, no sentido de resolver os problemas, o 
ensino português sofria de um atraso considerável em relação à Europa. 
Francisco Garção Stockler, lente de Matemática da Academia Real da Marinha, 
terá proposto uma reforma, a primeira pós-pombalina de que temos 
conhecimento, contudo não terá sido aprovada. Embora se assumisse que 
detinha grandes ideias, em 1801 é realizado um inquérito para averiguar o estado 
do ensino e são criados concursos para a admissão da classe docente. Passados 
oito anos, é instaurado um sistema de inspecção escolar sobre a actividade dos 
mestres. Nos Estudos Maiores verificou-se que o número de alunos era diminuto. 
D. João VI, filho de D. Maria, passa a governar o país, ainda que com graves 
problemas, de ordem externa, por resolver. Portugal fora invadido um clima de 
instabilidade, que só seria resolvido em 1811 com a retirada da tropa franco-
espanhola. 
                                                 
15 Carvalho, R. (2001) 
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Em 1816 é criado o Real Colégio Militar, por alvará datado do Rio de 
Janeiro, local de exílio da família real, e outras escolas militares se seguiram. Um 
facto curioso prende-se com a abertura destas escolas à população em geral, o 
que consistiu numa medida de grande importância no combate ao analfabetismo, 
principalmente dos adultos. Trata-se, pois, de uma época áurea das Escolas 
Militares. Ainda nesse ano, é instaurada uma escola com o objectivo de preparar 
profissionais de ensino, a Escola Normal de Lisboa. Pode-se ainda salientar o 
importante contributo de dois periódicos, editados em Paris e Londres, por grupos 
políticos de portugueses exilados nessas cidades, que foram, respectivamente, 
Anais das Ciências, das Artes e das Letras, fundado por Mascarenhas Neto, 
Solano Constâncio e Cândido José Xavier e O Investigador Português em 
Inglaterra, fundada pelo médico Abrantes e Castro. Em 1820 estala e triunfa a 
Revolução Liberal e o país vive momentos de profunda instabilidade. Numa 
perspectiva pedagógica podemos, ainda, salientar a tentativa de reformas por 
parte de Mouzinho Albuquerque; a actuação negativa durante o regime absoluto 
de D. Miguel no âmbito da instrução (encerramentos de escolas, perseguições, 
etc.); os sucessivos períodos de encerramento da Universidade; a extinção de 
algumas centenas de escolas primárias, bem como situações de instabilidade que 
se viveram, pelo menos, até à reforma de Passos Manuel, em 1836.  
 
1.3. Apontamentos sobre a história da matemática (e do seu 
ensino) em Portugal  
É de carácter unânime, entre investigadores, que a actividade matemática 
em Portugal anterior ao século XV seria quase inexistente, tal como uma cultura 
científica propriamente dita. As referências mais antigas que encontramos 
apontam para que Álvaro Tomaz (fl. 1509) e Gaspar Nicolás figurem como os 
primeiros vultos da História da Matemática em Portugal, embora a primazia na 
edição de uma obra matemática em Portugal, Almanach Perpetuum, em 1496, 
pareça pertencer ao judeu espanhol Abraão Zacuto. 
As tentativas e sucessos de novas descobertas, aliadas à necessidade de 
tornar os métodos de navegação crescentemente eficazes motivaram o 
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desenvolvimento da matemática. Esta ciência apresentava-se como o método 
mais rigoroso e eficaz para a realização de cálculos necessários à Arte de 
Navegar, surgindo, assim, uma matemática das navegações, da astronomia e da 
geografia. A actividade da estação naval de Sagres, em simultâneo com o 
empenho de D. Henrique no estudo de obras astronómicas e geográficas de 
Cláudio Ptolomeu, estimulou esta forma de executar a matemática. Segue-se um 
período próspero de aperfeiçoamento científico, com Pedro Nunes, que além de 
aplicar a matemática à náutica e geografia, faz também progressos na álgebra. A 
Aula da Esfera, criada a partir de 1590, no Colégio da Companhia de Jesus de 
Santo Antão, cujo objectivo inicial seria desenvolver princípios de cosmografia, 
terá sido um dos principais contributos na introdução do ensino da matemática 
nesta instituição e, consequentemente, na actividade pedagógica portuguesa. 
Como já tivemos oportunidade de referir, com a perda da Independência 
em 1580, todos os esforços foram canalizados para a recuperação e manutenção 
da nação, delegando para segundo plano a formação e investigação científicas. 
Mas, à semelhança do que ocorreu com a náutica, a matemática começa por se 
tornar necessária na resolução de questões práticas, nomeadamente em 
assuntos relacionados com a arquitectura militar, os quais exigiam cálculos 
rigorosos. Estabelece-se, assim, uma relação entre a matemática e as Artes da 
Guerra e da Defesa, à semelhança de outros países europeus. 
A inexistência, até então, de um curso superior de Matemática, ou até de 
uma cadeira independente de Matemática, foi suplantada com a criação da 
Faculdade de Matemática, consequência da Reforma Pombalina de 1772. Esta 
tornou-se, efectivamente, num elemento essencial para a formação especializada 
nesta ciência que, até aí, fora explorada maioritariamente ao nível das suas 
aplicações práticas. Foi também a partir desta data que pudemos assistir ao 
desmembramento da matemática nos seus ramos essenciais do saber. 
 
1.3.1. O nascimento das escolas de carácter militar 
 O contexto histórico do século XVIII justifica, por si só, o fortalecimento do 
elo existente entre a matemática e a Arte da Guerra que, desde cedo, se fez 
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notar16. A Aula da Esfera, ministrada no Colégio da Companhia de Jesus de 
Santo Antão, terá sido uma das primeiras acções realizadas no sentido de formar 
matematicamente os militares. Embora, originalmente, o objectivo fosse servir 
apenas os elementos da instituição, a abertura desta aula a outros públicos foi 
muito bem recebida. Os conhecimentos de geometria, astronomia ou aritmética, 
que aí se abordavam, revelaram-se de extrema importância para quem aspirava 
servir o exército. O crescente prestígio que se atribuía à carreira de militar e a 
importância para um reino de possuir mão-de-obra especializada no ramo, terá 
conduzido à criação, por D. João IV, da Aula de Fortificação e Arquitectura Militar, 
em Lisboa no ano de 1647. Este terá sido um dos primeiros pilares que 
conduziram à criação do ensino superior militar17. Em Elvas, em 1651, é instituída 
uma escola para o ensino da Fortificação e Artilharia, ministrada pelos jesuítas. À 
semelhança destas, foram criadas outras aulas em outras partes do país, onde se 
ensinava Aritmética, Geometria e Trigonometria Plana (disciplinas consideradas 
fundamentais para a compreensão e resolução das mais diversas questões da 
Engenharia Militar), a par de noções fundamentais de Artilharia, Pólvora e Fogos 
Artificiais18. Nas primeiras décadas do século XVIII, ainda no reinado de D. João 
V, contávamos já com quatro Academias Militares, sedeadas em Lisboa, Viana, 
Almeida e Elvas, onde se ensinava Geometria, Desenho e Fortificação. Todavia, 
todos estes esforços parecem não ter sido suficientes, pois em pleno ano de 
1762, data da invasão franco-espanhola, era quase inexistente um corpo militar 
que respondesse às necessidades do país.  
É na urgência de reestruturar e compor, em Portugal, um corpo organizado 
e articulado, que o conde de Lippe assume uma posição de relevo no contexto 
militar. Essencialmente, o conde de Lippe, sob o comando do Marquês de 
Pombal, terá contribuído na  
“melhoria das fortificações, no levantamento táctico dos terrenos, na introdução de novas 
regras de recrutamento, aprendizagens, fardamento e disciplina.” 19 
                                                 
16 Recordem-se os contributos de Arquimedes na construção de máquinas militares. Davis & Hersh (1995) 
pp. 98-100  
17 Valente, W. (2002)  
18 Vieira, B. (1990) 
19 Cit in Gouveia, A.C.  cf Monteiro (1993) pp. 202-203 
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Outro dos contributos importantes do marechal general do exército 
português foram os seus livros acerca dos regulamentos do exército, que visavam 
efectivar esta reformulação e dotar de rigor os seus conceitos teóricos. 
 Até à data da criação da Faculdade de Matemática da Universidade de 
Coimbra, em 1772, as aulas de Artilharia demonstraram extrema importância na 
introdução de um ensino científico prático e moderno, onde os conteúdos 
abordados, nomeadamente em Matemática, ultrapassavam os objectivos dos 
artilheiros. Estas aulas terão sido um importante veículo de transmissão das 
novas ideias vindas da Europa e evidenciaram o interesse, existente na época, na 
aplicação da matemática à Artilharia e à Engenharia. Apenas como apontamento 
final nesta curta resenha histórica do ensino militar, consta, como referimos 
anteriormente, a criação da Academia Real da Marinha e da Academia Real de 
Fortificação, Artilharia e Desenho, em 1779 e 1790, respectivamente, e que 
constituem um testemunho essencial do sucesso da reestruturação efectuada. 
 
1.3.2. A Matemática como disciplina escolar 
Embora, até meados do século XVIII, existissem diversas instituições de 
ensino em Portugal o sistema escolar estava, maioritariamente, a cargo dos 
jesuítas. O ensino da Matemática não constituiu uma excepção. Não queremos 
explorar, novamente, a acesa controvérsia em atribuir, ou não, a responsabilidade 
do interregno cultural português da época aos inacianos. Apologistas de uma 
opinião favorável, ou não, sobre a Companhia de Jesus, não podemos negar a 
importante contribuição que deram na manutenção de um sistema de ensino 
(desde o elementar ao superior), que subsistiu em Portugal durante séculos. Ao 
longo deste resumo histórico foram já revelados alguns exemplos de como os 
jesuítas desenvolveram a ciência e, em particular, a matemática, assumindo um 
maior relevo nos princípios do século XVIII. Contudo, Miguel C. Monteiro vai mais 
longe ao afirmar: 
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“(…) os professores inacianos de filosofia eram em meados do século XVIII mais cientistas 
do que filósofos. A actividade científica dos Jesuítas está bem demonstrada na Aula da Esfera, 
aberta em Lisboa, e também nas de matemática, abertas noutros centros de ensino.” 20  
Apesar de os jesuítas terem leccionado diversas aulas de Matemática, 
nenhuma atingiu o esplendor da Aula da Esfera que se revelou, historicamente, 
um contributo importante para a actividade científica portuguesa. Embora tenha 
sofrido diversas alterações desde a sua criação, em 1590, só no início de 
Setecentos ela abordava conteúdos de Astrologia, de Arte de Navegar, de 
Geografia, de Hidrografia, de Geometria e de Aritmética. 
 O ensino universitário que, como já referimos, era composto por três cursos 
(Letras, Filosofia ou Artes e Teologia) aparentemente desligados da Matemática, 
desenvolviam diversos conteúdos inerentes a essa disciplina. Embora fossem, na 
sua quase totalidade, ocupados por comentários à obra de Aristóteles, é sabido 
que se pretendia abordar Aritmética na Geometria e na Perspectiva, no 2º ano, e 
no 3º ano Aritmética na Esfera. Todavia, pouco se sabe sobre a concretização 
dos respectivos conteúdos programáticos. 
  Com a reforma pombalina do ensino universitário, protagonizaram-se 
grandes mudanças no campo da matemática, ao efectivar-se uma Faculdade que 
se dedicava exclusivamente ao seu desenvolvimento. A magnitude de temas que 
poderiam constituir objecto de estudo das matemáticas conduziu a que se 
determinassem os ramos essenciais dessas matérias e a ordem em que estes 
deveriam ser executados. A Álgebra Moderna, a Geometria Analítica e o Cálculo 
foram encaradas como disciplinas independentes. Desta forma, foram instituídas 
quatro cadeiras fundamentais, que corresponderiam, respectivamente, a cada um 
dos quatro anos do curso.  
1º Ano- Geometria: Neste primeiro ano eram ensinados Elementos de 
Aritmética, Geometria e Trigonometria Plana. Uma descrição histórica e evolutiva 
da matemática antecedia a introdução dos temas, com o intuito de fundamentar a 
sua importância e relevância no contexto social, económico e escolar. Deveriam 
ser focados os principais períodos históricos: a matemática da Antiguidade (com 
Thales, Pitágoras, Euclides e Arquimedes), passando pela Era Cristã e por 
                                                 
20 Monteiro, M. C. (2004) p. 56 
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Descartes, finalizando, com autores contemporâneos. O estudo da Aritmética 
impunha um debate inicial acerca das noções de número, unidade, símbolo, o que 
por vezes envolvia discussões metafísicas e às quais se seguiam as operações 
fundamentais do cálculo. Eram assim aprendidas e compreendidas as razões 
científicas inerentes à criação das regras e operações de cálculo fundamentais, 
que os alunos deveriam dominar. Um dos temas tratados em Aritmética era a 
noção de numeração, onde se deveriam abordar conceitos como número simples, 
complexo, inteiro, quebrado, …, assim como propriedades fundamentais das 
proporções e progressões. Os logaritmos eram também contemplados. 
Terminada a Aritmética, seguia-se a Geometria, que era leccionada segundo os 
Elementos de Euclides com alguns aditamentos de Arquimedes e comentários de 
Proclo. O ano terminava com o estudo de Trigonometria Plana. 
2º Ano- Álgebra: Pretendia-se que neste ano os alunos pudessem exprimir 
relações existentes entre quantidades em linguagem algébrica, combinassem 
condições e soubessem interpretar o resultado final à luz do enunciado do 
problema. Requeria-se uma abordagem do Cálculo Literal, como a manipulação 
de todo o tipo de grandezas, assim como, um manuseamento hábil das equações. 
As séries eram abordadas no contexto da Álgebra, onde deveriam ser 
apresentadas aos alunos conexões entre a Geometria, assimilada no primeiro 
ano, e a análise matemática, em curso. Expunham-se 
“os principios de cálculo diferencial directo e inverso; e com a sua aplicação à Geometria 
sublime e transcendente.” 21 
 É neste contexto que surge o estudo das progressões aritméticas e 
geométricas, das séries recorrentes, dos números figurados e do tratamento 
analítico das curvas, entre as quais figuravam as secções cónicas. Era explicada 
a importância da criação de uma simbologia adequada como sustentação da 
criação do Cálculo Elementar e Infinitesimal, procurando motivar os alunos à sua 
abordagem. O Cálculo era compreendido entre dois grandes ramos: o Cálculo 
Diferencial (em que eram abordados os fluxões e elementos infinitésimos, feito 
um estudo de certas curvas e o cálculo de máximos e mínimos) e o Cálculo 
                                                 
21 Actualmente reconhecidas como Geometria Analítica e Geometria Diferencial. Albuquerque, L. (1987) p. 
21 
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Integral (onde se abordava a integração de quantidades transcendentes, a 
rectificação de curvas, a quadratura de áreas e a cubatura de sólidos)22. 
3º Ano- Foronomia: Neste ano os alunos estudavam elementos de física-
matemática ao nível da ciência geral do movimento: as leis do movimento 
uniforme e variado; a teoria do centro da gravidade; a rotação; a teoria do choque 
dos corpos; a teoria do pêndulo simples; o movimento dos corpos planetários; a 
Arquitectura hidráulica e das máquinas; o estudo da luz, óptica e acústica. Neste 
ano pretendia-se que os alunos, através de um conhecimento teórico adequado e 
um uso conveniente da Fysica Experimental, pudessem constituir um corpo de 
conhecimento rigoroso e seguro para a ciência.  
4º Ano- Astronomia: Aplicando todos os conhecimentos e destrezas 
demonstrados nos anos anteriores, os alunos deveriam demonstrar 
conhecimentos sobre fenómenos, compreender a razão física destes e 
estabelecer regras de cálculo para os quantificar23. Eram tratados temas como 
Trigonometria Esférica, Movimentos Centrais e dos Planetas, Teoria da Lua. 
Note-se que o sistema considerado era o geocêntrico, embora fosse feita uma 
introdução ao sistema heliocêntrico.  
Para a execução adequada das diferentes aulas, os Estatutos da 
Faculdade de Matemática impunham, ainda, algumas deliberações pedagógicas e 
metodológicas dirigidas aos docentes das disciplinas. Entre estas, destacam-se a 
necessidade de estabelecer uma conexão entre o conhecimento teórico e a sua 
aplicação prática, nomeadamente na utilização de sólidos geométricos na aula de 
Geometria, na resolução de exercícios que se relacionassem com situações 
práticas ou na exemplificação da aplicabilidade de entidades geométricas, como 
as secções cónicas.   
A Faculdade de Matemática terá sofrido algumas dificuldades na fase da 
sua implementação. Tal como qualquer edifício que não subsiste sem uma base 
forte e sustentável, também a base em que assentava o ensino superior da 
matemática evidenciou as suas fragilidades. Como consequência das deficiências 
sentidas nas escolas preparatórias, não se produziam um número suficiente de 
                                                 
22 Albuquerque, L. (1987) 
23  Martins, D. R. (2000) 
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alunos preparados para ingressar no ensino superior. Para superar este percalço, 
foram criados diversos incentivos, entre os quais a reserva de profissões para os 
alunos; a atribuição de prémios de estímulo à actividade científica e a não 
obrigatoriedade na prestação de serviço militar. Também o número diminuto de 
professores se interpôs no sucesso da implementação da reforma, tendo sido a 
requisição de mestres estrangeiros uma das soluções encontradas. Para 
preencher o corpo docente da Faculdade de Matemática foram convidados os 
professores italianos Miguel Franzini e Miguel Cieira, então professores no Real 
Colégio dos Nobres. Estes exerciam a cátedra conjuntamente com José Monteiro 
da Rocha (1734-1819) e, um ano depois, com José Anastácio da Cunha (1744-
1781). Monteiro da Rocha e Anastácio da Cunha, dois nomes sonantes da esfera 
cultural e científica de Portugal de setecentos, sobreviveram ao exílio que marcou 
tantas personalidades portuguesas da época. De percursos e destinos bem 
distintos, o primeiro foi ordenado padre jesuíta no Brasil, embora tenha 
abandonado a ordem posteriormente, e o último, de formação militar, atinge o 
posto de tenente no Regimento de Artilharia do Porto, em Valença. Monteiro da 
Rocha, com um posto mais seguro na Faculdade24, é glorificado enquanto que 
Anastácio da Cunha se torna vítima de um processo da Inquisição. O verdadeiro 
reconhecimento a este último matemático só terá ocorrido após a sua morte, com 
a edição da obra póstuma Princípios Mathematicos, da sua autoria.  
A criação da Faculdade de Matemática, ainda hoje existente, 
desempenhou um importante papel na aceitação, em Portugal, da matemática 
como uma ciência autónoma, contribuindo para o desenvolvimento de 
investigação nesse ramo. Esta Faculdade também terá contribuído positivamente 
para a introdução da Matemática como disciplina curricular. 
No âmbito do ensino não universitário, a criação do Real Colégio dos 
Nobres, que pretendia ensinar disciplinas como Aritmética, Geometria, Álgebra, 
Trigonometria, além de Física Experimental e Astronomia, parecia garantir o 
sucesso do ensino da Matemática. Contudo, também a falta de docentes se 
reflectiu neste colégio, que não encontrou outra alternativa senão recorrer a 
professores estrangeiros. Desta forma, para leccionar Matemática e Física 
                                                 
24Monteiro da Rocha foi uma das personalidades que participaram na formulação dos estatutos da Faculdade 
de Matemática, assim como lhe foi concedida a honra de realizar a aula inaugural. 
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Experimental foram contratados quatro professores italianos, Miguel Franzini, 
Miguel Cieira, João Brunelli e Dalla Bela. Porém, o ensino da ciência neste 
estabelecimento não terá sido próspero (por diversas razões, entre as quais a 
económica), tendo sido abolido em 1772, data a partir da qual o Colégio passou a 
leccionar apenas o ensino literário, até 1837. Todavia, deixou uma preciosa 
herança - o Gabinete de Física Experimental - constituído por valiosos materiais 
didácticos modernos, ao nível dos mais actuais de toda a Europa, e que terão 
sido, posteriormente, transferidos para a Universidade de Coimbra. 
 
1.3.3. Os livros utilizados no ensino da Matemática em Portugal do século 
XVIII 
 Ao longo da história da matemática muitos documentos, assumindo as 
mais variadíssimas formas, foram sendo produzidos. Uma das barreiras que se 
interpõe a um cientista quando este pretende divulgar as suas descobertas 
encontra-se na gestão da forma mais adequada de expor esse assunto. Se por 
um lado um autor que redige um documento anseie, à partida, ser compreendido 
pelo maior número de leitores possível, por outro, nem sempre os assuntos 
científicos permitem essa clareza e facilidade de discurso. A acrescentar a esta 
contrariedade, inerente à apresentação de uma matéria, não podemos 
negligenciar o maior ou menor poder de comunicação próprio de cada autor. Não 
é por isso de estranhar que os livros que mais perpetuem sejam os que a uma 
exímia e rigorosa exposição aliam um método de comunicação claro e 
pedagogicamente bem concebido.  
Nem sempre os livros utilizados em sala de aula foram propositadamente 
concebidos para esse fim. No entanto, podemos assistir no século XVIII, o século 
da divulgação por excelência, a um incremento considerável de compêndios 
adequadamente produzidos como instrumento de trabalho das escolas. É 
possível encontrar, ao longo da história da matemática em Portugal, além de 
obras de divulgação científica, diversos manuais e compêndios de diferentes 
naturezas. Podemos descobrir, por exemplo, livros de texto direccionados para o 
ensino militar, para as escolas jesuítas, para o ensino universitário ou 
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preparatório. Contudo, os textos de carácter pedagógico portugueses dessa 
época terão sido preteridos em relação aos livros de autores estrangeiros. 
 Como já tivemos oportunidade de referir, as escolas de carisma militar 
foram um contributo importante na divulgação e permanência da Ciência e não 
menos relevantes foram as obras que do seio dessas instituições surgiram. 
Importância que não se restringe apenas aos conteúdos científicos que 
transmitiam, mas também aos princípios didácticos que, de forma notável, delas 
floresciam. A revelação de manuais pedagógicos no contexto do ensino militar 
português terá surgido menos de meio século após a criação, da Aula de 
Fortificação e Arquitectura Militar, em 1647. Methodo Lusitanico de desenhar as 
fortificações das praças regulares & irregulares, em 1680, de Luís Serrão 
Pimentel; Compêndio de Arte de Artilharia, de Manuel Pais em 1703; o 
Engenheiro Português, em 1729, de Manuel de Azevedo Fortes e Exame de 
Artilheiros e o Exame de Bombeiros de José Fernandes Pinto Alpoim (entre 1744 
e 1746)25 terão constituído as primeiras obras impressas, deste carácter, escritas 
em língua portuguesa. Para além de conterem temas directamente relacionados 
com a prática da engenharia e da artilharia, em particular, nelas figuravam 
conteúdos de Aritmética, Geometria e Trigonometria, considerados como pré 
requisitos fundamentais. Na renovação do ensino militar em Portugal, levada a 
cabo pelo Conde de Lippe, em 1763, são determinados os manuais que os 
regimentos militares, obrigatoriamente, deveriam utilizar. Entre estes encontramos 
as obras, maioritariamente francesas, de Bélidor, Clairaut, Du Lacq, Saint-Remy e 
de Vauban26. Como consequência do Alvará de 15 de Julho de 1763, onde são 
estabelecidos os tramites segundo os quais o ensino a militares devia ser regido, 
procedeu-se à tradução dos manuais. O livro de Bélidor, Novo Curso de 
Mathematica, para uso dos officiaes engenheiros e d’artilheria, traduzido por 
Manuel de Souza, em 1764, terá sido um dos mais utilizados. 
 Bélidor (1693-1761), de nacionalidade francesa, torna-se conhecido pelos 
livros de texto e manuais técnicos que escreve para leccionar em escolas 
militares. A escola de artilharia de la Fère-en-Tardenois, amplamente conhecida 
pelas inúmeras experiências de artilharia efectuadas, contou com a sua docência 
                                                 
25Vieira, B. (1990) 
26 Ibidem 
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até 1738. A preocupação pedagógica que demonstrava tê-lo-á conduzido a 
produzir obras matemáticas de fácil compreensão. Ao explicitar os termos que 
posteriormente utilizaria (teorema, problema, axioma, …), ao utilizar um discurso 
dirigido aos alunos, ao fazer uso de situações práticas na sua exposição e ao 
abordar as demonstrações e problemas de forma concisa, Bélidor revela-se uma 
autor acessível a qualquer aluno. O tema central do seu Novo Curso de 
Mathematica é a Geometria, por esta constituir, segundo o autor, a melhor e mais 
rigorosa forma de descrever as situações práticas inerentes às profissões de 
engenheiro ou artilheiro. Contudo, a Aritmética, Álgebra e Trigonometria são 
também abordados, como forma de sustentar os problemas práticos. Como refere 
Wagner Valente acerca da obra de Bélidor: 
“Todo o problema envolve construção, raciocínio, sequência e organização de ideias. Tudo é 
desenvolvido, por menor que seja o rigor apresentado do ponto de vista matemático, tem uma 
lógica, uma sequência didáctica. Bélidor, cercando-se dos tratados matemático, lança mão dos 
temas que lhe parecem próprios e úteis a um curso para artilheiros práticos. Nada é utilizado sem 
que antes tenha sido definido. (…) É um compêndio didáctico de seu tempo.” 27  
Em 1763, o matemático francês Etienne Bézout (1730-1783) é encarregue 
de escrever um curso de Matemática para os alunos da Marinha, pela direcção da 
Artilharia Francesa. Desta ordem resulta uma obra28 constituída por cinco 
volumes, em seis partes, redigida entre os anos1764 e 1769. Esta viria a ser um 
manual didáctico com maior sucesso, ainda, que o de Bélidor. Embora este 
sucesso tenha por base alguns fundamentos políticos29, a verdade é que Cours 
de Mathématiques à l’usage des gardes du pavillon e de la marine, pelos 
conteúdos que aborda e pela forma como os expõe constitui um manual 
adequado ao seu propósito. As seis partes distribuíam-se entre os temas: 
Elementos de Aritmética; Elementos de Geometria e Trigonometria Rectilínea e 
Esférica; Álgebra e suas aplicações à Aritmética e Geometria; Princípios gerais de 
Cálculo e Mecânica; Mecânica; Movimento e Equilíbrio e Tratado de Navegação. 
Desta obra são feitas diversas reedições e edições traduzidas. Também são 
comuns edições de certas partes do Curso, que editadas isoladamente 
                                                 
27 Valente, W. (2002) p. 77 
28 A qual sofreu diversas alterações ao longo dos anos. 
29 Entre eles o facto de Bézout ter ocupado diversos cargos importantes como o de examinador único dos 
candidatos a oficiais da Marinha e Artilharia.  
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mostravam títulos diferentes do original, como é exemplo a tradução para 
português do volume III – Álgebra - direccionada à disciplina de Cálculo da 
universidade de Coimbra, com os devidos aditamentos, sob o título Elementos de 
Analyse por Mr. Bézout, Correcta e accomodada para o uso das escolas de 
Mathematica da Universidade. Em Portugal, diversos foram os tradutores da obra 
de Bézout, entre eles, Monteiro da Rocha, José Joaquim Faria e Custodio Gomes 
Villas-Boas. Algumas das suas obras traduzidas são: Elementos de Aritmética; 
Elementos de Analyse Mathematica; Elementos de Trigonometria Plana, Curso de 
Matemática, escrito para uso dos guardas bandeiras e guardas marinhas; entre 
outros. Torna-se assim evidente que Bézout foi um autor amplamente explorado 
no contexto do ensino da Matemática, quer no âmbito militar quer na formação 
universitária, perdurando, em Portugal, com inúmeras traduções e reimpressões 
até cerca de 1826. 
Vimos que autores como Bélidor e Bézout criaram obras matemáticas de 
índole marcadamente didáctica, ao escreverem verdadeiras compilações do saber 
matemático da época e convenientes para o uso nos cursos prático-militares. 
Embora não demonstrassem grande compromisso de rigor, ou uma grande 
inovação científica, revelaram-se obras de extrema importância, no sentido de 
criar raízes sustentáveis para o desenvolvimento da Matemática escolar. Além do 
próprio conceito de livro de texto, auxílio de professores e alunos, a organização 
da obra por temas, torna patente a distinção de vários campos da matemática que 
começam por se instituir como disciplinas isoladas. A evolução da matemática no 
sentido da valorização do rigor determinará, posteriormente, a substituição destes 
manuais por outros de Legendre e Lacroix, quer em França, nacionalidade dos 
autores, quer em Portugal.   
Os livros que serviam de guia às aulas até à reforma pombalina eram 
compêndios na sua maioria desactualizados, o que impunha um esforço 
redobrado do professor. Os novos estatutos, da então recém criada Faculdade de 
Matemática, não explicitavam os livros que deveriam servir os propósitos do 
ensino, embora exigissem que a congregação da faculdade os escolhesse e 
renovasse ou, de preferência, que os próprios docentes redigissem os manuais 
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de apoio às suas aulas30. Além disso a tradução de diversas obras estrangeiras 
consistia outra das normas dos estatutos, que deveria ser levada a cabo por um 
dos membros da congregação. Foram escolhidos diversos livros, na sua quase 
totalidade estrangeiros, para acompanhar as diferentes cadeiras. Para o ensino 
da Geometria, os Elementos de Euclides eram a principal referência31, sendo a 
tradução portuguesa de Ângelo Brunelli uma das edições mais utilizadas. No 
ensino da Álgebra são introduzidas as traduções feitas por Monteiro da Rocha da 
obra Élements d’Analyse Mathématique de Bézout (publicadas em 1774, 1793, 
1801 e 1818). Das obras utilizadas para acompanhar as aulas de Foronomia 
destacam-se o Tratado de Mecânica do padre francês Marie, cuja edição 
traduzida data de 1775, com reedições em 1785 e 1812, e o Tratado de 
Hidrodinâmica de Bossut (1775)32. Uma vez que as obras escritas por autores 
portugueses pareciam não satisfazer o programa da cadeira de Astronomia33, o 
tratado de Lalande, de 1771, foi o livro adoptado.  
A análise dos livros, mediante os quais as diversas instituições se guiaram, 
pode revelar-nos alguns aspectos interessantes, nomeadamente do foro político e 
pedagógico. A forma como o programa do curso de Matemática, da Faculdade de 
Matemática de Coimbra, foi concebido demonstra uma tentativa de aproximação 
ao contexto actual em que se vivia. Embora os estatutos não fizessem referência 
directa aos manuais a utilizar, a obrigatoriedade da sua renovação demonstra 
uma séria preocupação na reciclagem e actualização dos conhecimentos. Os 
livros seleccionados pela congregação da Faculdade também parecem seguir a 
linha modernista, não só pelos conteúdos que abordam mas também na 
preocupação pedagógica com que os expõem. Bézout, Bossut e Lalande, que 
dedicaram parte da sua carreira profissional ao ensino, perpetuaram-se na 
história como competentes pedagogos e as suas obras assim o comprovam. Um 
aspecto transversal aos estatutos, mas nem por isso menos relevante, é a 
concretização dos programas, levada a cabo pelos professores desta época. Os 
                                                 
30 Situação que nunca chegou a acontecer. 
31 Martins, D. R. (2000) 
32 Teixeira, G. T. (1934)  
33 Talvez pelas aplicações excessivamente ligadas à Náutica. 
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próprios estatutos determinavam que os professores deveriam seguir os 
compêndios, no entanto: 
“acrescentará as que lhe parecerem necessárias e nele faltem; dando sempre por escrito 
aos discípulos a demonstração de todas elas” 34 
Existem vários indícios, e os quais abordaremos oportunamente, de que a 
ideia de conferir ao ensino características modernas tenha ficado aquém do que 
os Estatutos pretendiam. 
Nesta curta resenha histórica, acerca das principais obras que terão 
apoiado as diversas aulas de Matemática existentes em Portugal no século XVIII, 
salienta-se uma vez mais, a ausência de autores portugueses. Embora já antes 
da criação da Faculdade de Matemática existissem diversos livros de autores 
lusos, poucos destes foram aplicados directamente no ensino. A principal razão 
apresentada na época terá sido a de que estes não serviriam aos propósitos e 
objectivos do ensino. Justificação aparentemente plausível, mas insuficiente. 
Julgamos que o assunto não se esgotaria por aqui e que muitas outras, razões, 
entre as quais a política35, terão concorrido para esta situação. 
 
1.3.4. Revisitando alguns autores portugueses 
Apenas como apontamento final relembremos algumas produções 
matemáticas por autores portugueses do século XVIII, residentes, ou não, no 
país36: 
• Theorica verdadeira das marés (Londres, 1737), de Castro Sarmento; 
• Logica racional, geometrica e analytica (Lisboa, 1744), de Manuel de 
Azevedo Fortes; 
• Compendio Arithmetico (Coimbra, 1749), de Francisco de Queiroz 
Pereira; 
• Taboada Curioza (Lisboa, 1752), de João António Garrido; 
                                                 
34 Cit in Albuquerque, L. (1987) p.26 
35 Relembremos que todas as obras de autores jesuítas foram, a partir de 1759, banidas. 
36 Alguns destes dados foram-nos gentilmente cedidos pela Doutora Helena Castanheira Henriques. 
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• Cartas Fysico-Mathematicas e Recreasão Filosófica do oratoriano, 
Teodoro de Almeida; 
•  Compêndio de Elementos de Mathematica (1754-56); de Inácio 
Monteiro; 
• Elementos de Arithmetica especulativa e practica (Lisboa, 1779) de José 
António da Silva Rego; 
• Promptuario arithmetico (Lisboa, 1783), de A. Fernandes Castro; 
• Principios Mathematicos (Lisboa, 1790), de José Anastácio da Cunha; 
• Opúsculos de Aritmética Universal (de 1795), de João Ferreira 
Cangalhas; 
• A presença de escritos notáveis sobre assuntos científicos e 
matemáticos, reunidos nas Memórias da Academia de Ciências de 
Lisboa.
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2. O percurso de José Anastácio da Cunha 
 
[A José Anastácio da Cunha]  “não impediam as rectas de Euclides, nem as curvas de 
Arquimedes, cultivar também as musas” (Almeida Garret)1 
  
José Anastácio da Cunha, vulto da história cultural e científica de Portugal 
de setecentos, figura marcante do Iluminismo português. José Anastácio da 
Cunha, matemático e poeta, de vida breve mas de eternidade merecida.  
Sobre a vida e a obra deste autor muito se tem dito e escrito. Nos estudos 
que têm surgido desde a sua morte, destacam-se autores do século XIX como 
Garção Stockler, António José Teixeira, Francisco de Castro Freire, Teófilo Braga, 
e Inocêncio Francisco da Silva e, do início do século XX, Rodolfo Guimarães, 
Francisco Gomes Teixeira, Pedro José da Cunha, Aquilino Ribeiro e Hernâni 
Cidade. Os seus artigos muito contribuíram para dar a conhecer aspectos sobre a 
história da matemática e da cultura portuguesa, em geral, e da contextualização 
da vida e da obra de Anastácio da Cunha, em particular. Já em meados do século 
passado, Vicente Gonçalves e Youschkevitch analisaram, de forma profunda, a 
abordagem das séries no Cálculo Infinitesimal de Anastácio da Cunha e A. N. 
Bogoliubov, escreveu um artigo sobre a mecânica no pensamento de José 
Anastácio da Cunha2. Posteriormente, Luís de Albuquerque, José Tiago de 
Oliveira e Ivor Grattan-Guiness deram, também, importantes contributos acerca 
de diversos aspectos da história da ciência em Portugal e, particularmente, do 
percurso de Anastácio da Cunha. 
Além dos numerosos trabalhos realizados por estes autores, revelaram-se 
de extrema importância as acções desenvolvidas em homenagem a Anastácio da 
Cunha, como a que teve lugar na Academia das Ciências de Lisboa no século XIX 
e, mais recentemente, o Colóquio Internacional sobre Anastácio da Cunha, em 
comemoração dos 200 anos da sua morte. Esta última conferência teve um papel 
fundamental na organização e compilação de material existente sobre o autor, na 
produção de diversos artigos que o desvendam e interpretam, na impressão de 
                                                 
1 Cit in Martins, A. C. (1990) p. 157 
2 Também Florian Cajori e, recentemente, Victor J. Katz mencionaram o nome de José Anastácio da Cunha 
nas suas obras. 
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textos da sua época e na edição fac-símile da sua principal obra no campo da 
matemática Principios Mathematicos. Esta impressão de textos do autor e, de 
outros da época, foi essencial no sentido de nos fornecer instrumentos de análise 
primários. Além dos escritos da autoria de José Anastácio da Cunha são, 
também, valiosos todos os documentos existentes sobre a polémica que ocorreu 
entre o autor e o matemático Monteiro da Rocha, assim como todos os artigos 
referentes a personalidades que com Anastácio da Cunha conviveram. Outra das 
fontes primárias a que podemos socorrer é a descrição do processo de inquisição 
a que foi sujeito. A descoberta do seu manuscrito Ensaio sobre as Minas3 em 
1988 e da Dissertação Sobre as verdadeiras noçoens de Infinito, e Infinitessimo: e 
da origem das expressões absurdas, que falsamente se consideraõ como suas 
representantes 4, do seu discípulo Anastácio Joaquim Roiz, são razões suficientes 
para impulsionar, de forma ainda mais activa, um estudo aprofundado sobre o 
autor.  
Desde a comemoração dos 200 anos da sua morte, Anastácio da Cunha 
tem sido presença assídua nos mais diversos congressos que visam abordar 
assuntos de ciência e da sua evolução. Da discussão acerca das práticas da 
matemática em Portugal, organizada pela Sociedade Portuguesa de Matemática 
em 2000 na cidade de Óbidos, surgiram, também, diversos artigos, compilados 
numa colectânea de comunicações, que focam diferentes aspectos da vida e da 
obra do nosso autor.  
É em todas estas fontes enunciadas e na primaríssima fonte da sua obra 
que nos iremos apoiar no desenvolvimento dos próximos capítulos. 
O presente capítulo, O percurso de José Anastácio da Cunha, pretende ser 
uma resenha dos principais momentos que marcaram a sua biografia mas, 
também, uma análise sumária da sua obra. As características gerais, o método de 
exposição utilizado, marcas e influências de outros autores, conteúdos que 
desenvolve, de entre outros aspectos, são as linhas gerais que irão orientar a 
nossa análise.  
                                                 
3 Esta obra foi descoberta no Arquivo Distrital de Braga em 1987, instituição que levou a cargo a sua edição 
em 1994, conjuntamente com a Universidade do Minho.  
4 Artigo publicado na dissertação de mestrado de João Caramalho Domingues. 
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2.1. Breves dados biográficos 
Anastácio da Cunha, matemático e poeta do século XVIII, foi, sem dúvida, 
um homem cuja capacidade intelectual se sobrepôs ao nível cultural que o 
envolvia. Possuidor de uma vida pouco afortunada, subjugado a um processo de 
inquisição e vítima de uma morte prematura, aos 42 anos, não viveu o suficiente 
para ver as suas principais obras publicadas, nem para patentear o seu justo 
reconhecimento.  
Nasceu em Lisboa e recebeu formação na Congregação do Oratório no 
Colégio da Nossa Senhora das Necessidades. Durante o seu processo de 
aprendizagem contactou com diversos temas e autores como os Elementos de 
Geometria do padre Tosca, os Elementos de Euclides comentados por Tacquet, 
obras de Newton, de Simpson, de d’Alembert, de Euler, da familia Bernoulli, entre 
outros. Aos 19 anos alistou-se no Regimento de Artilharia do Porto5, onde 
alcançou o posto de 1º Tenente. É neste ambiente militar que estabelece contacto 
com o Conde de Lippe, marechal general do exército português, que se viria a 
revelar um elo fundamental entre Anastácio da Cunha e o Marquês de Pombal e, 
consequentemente, D. Francisco de Lemos, então reitor da Universidade de 
Coimbra. Um ano após a criação da Faculdade de Matemática da Universidade 
de Coimbra, o reitor, na tentativa de colmatar a falta de professores sentida na 
instituição e ao reconhecer em Anastácio da Cunha uma habilidade matemática e 
um entendimento científico fora do comum, convida-o a exercer a cátedra na 
cadeira de Geometria, onde permaneceu até Julho de 1778. O corpo docente da 
faculdade seria, então, formado, como já tivemos oportunidade de referir, por 
Anastácio da Cunha, Monteiro da Rocha, Miguel Franzini e Miguel Ciera. Esta 
seria uma curta e conturbada estada, marcada por diversos incidentes, dos quais 
se destacam a polémica entre o matemático e o ex-jesuíta, seu colega, Monteiro 
da Rocha. Este último insurge-se perante a conduta pouco convencional de 
Anastácio da Cunha na Faculdade: 
“elle veiu para desacreditar a universidade, e para arruinar sem remédio os estudos da 
Mathematica”  6 
                                                 
5 Cujo quartel se situava em Valença do Minho. 
6 Rocha, J. M. da, Parte de uma carta de José Monteiro da Rocha, in Actas do Colóquio Internacional (1990) 
pp. 371- 379 
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Testemunho desta querela são as cartas trocadas entre si e que 
constituem, actualmente, documentos de extrema importância. Não só como 
prova irrefutável da polémica ocorrida, mas, principalmente, por revelarem traços 
sobre o percurso e a personalidade de cada um dos autores envolvidos, as suas 
concepções sobre o modo de ensinar, os hábitos pedagógicos da época, 
elementos da história da Universidade de Coimbra, entre muitos outros aspectos. 
O rol de infortúnios que preencheu a vida de Anastácio da Cunha terá 
culminado com o processo de Inquisição a que foi sujeito, após a queda do 
Marquês de Pombal em 1777, e que o levou a abandonar a Universidade de 
Coimbra. Preso, interrogado e condenado em Coimbra é submetido a Auto-da-Fé 
em Lisboa onde é lida a sentença. É condenado a três anos de reclusão no 
mosteiro em que fora educado, seguidos de cinco de deportação em Évora, o que 
constituía uma pena bastante leve tendo em conta as acusações em questão. 
Anastácio da Cunha não se desvinculou definitivamente do ensino, tendo 
passado os últimos anos da sua vida a leccionar na Real Casa Pia. À desventura 
de não poder assistir à notícia da revolução francesa, que decerto teria apreciado, 
não presenciou, acima de tudo, à publicação da sua obra predilecta, Princípios 
Mathematicos, na qual terá feito as últimas alterações um dia antes da sua morte, 
a 1 de Janeiro de 1787. 
2.2. O pensamento e o modo de ensinar  
Anastácio da Cunha foi uma das personalidades de Portugal de setecentos 
que demonstrou um espírito marcadamente iluminista. Tentar entender a origem 
deste espírito moderno, no contexto em que o autor estava inserido, delega-nos à 
necessidade de lançar um olhar atento sobre o seu percurso biográfico. Neste, 
não podemos deixar de destacar a sua formação inicial na Congregação do 
Oratório, reconhecida pelas suas manifestações de apoio ao pensamento 
moderno, que muito terá contribuído para que nele se despertasse um especial 
apreço pelas ciências. Além disso, a estada em Valença ter-lhe-á concedido a 
oportunidade de desenvolver os conhecimentos que houvera adquirido (tanto na 
Congregação como por conta própria) nomeadamente na matemática aplicada às 
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Artes de Artilharia e da Defesa. Ainda em Valença há que salientar a larga 
convivência com personalidades estrangeiras. 
[Confissão de Anastácio da Cunha] “e como era instruido a lingoa Franceza e sem 
dificuldade aprendeo também a Ingleza foi tendo muito trato, familiaridade, e amizade com o Chefe, 
e officiais do mesmo Regimento Protestantes, especialmente com o seo Capitão Ricardo Moller, 
com o Brigadeiro Diogo Ferrier, e com o Barão de Heimenthal, com os quais andou quazi 
inseparavel em todo o tempo que rezidio naquella Praça que foi o de nove para des annos”  7 
Muitos dos seus colegas, militares do Regimento de Artilharia, e até o 
próprio Conde de Lippe, terão estabelecido a ligação entre Anastácio da Cunha e 
a literatura e ciência produzidas na época e envoltas de pensamento moderno.  
“Esse Regimento era constituído por uma grande maioria de oficiais de origem estrangeira 
(…) Elevado número destes oficiais professava a religião protestante, sendo, portanto, “hereges” 
face à ortodoxia nacional.(…) estes oficiais formaram como que um cenáculo onde tudo se discutia 
(…) e onde se liam e debatiam livros de Autores em Portugal considerados ímpios: Voltaire, 
Rousseau, Hobbes, Helvécio, Holbach, etc..”  8 
Consideramos este período da sua vida como um dos mais importantes no 
sentido do desenvolvimento do seu espírito moderno e crítico. De facto, sabe-se 
que Anastácio da Cunha contactou com autores como Voltaire ou Pope quer pelas 
traduções que destes realizou, quer pela presença de livros destes autores na sua 
biblioteca, inventariados no seu processo de inquisição.  
As aptidões pedagógicas de Anastácio da Cunha têm sido motivo de 
discussão de diversos autores que têm abordado o seu percurso. As principais 
opiniões referem que, muito provavelmente, este não terá sido muito popular no 
seio da comunidade escolar da Faculdade de Matemática. Um dos motivos que 
sustentam esta conjectura são os documentos existentes sobre uma discussão 
entre o matemático e o então reitor da Universidade, Dr. Francisco de Lemos, 
acerca dos métodos didácticos utilizados na sua docência. Na época em que 
leccionou a disciplina de Geometria existia um número suficiente de alunos9 para a 
                                                 
7 Cit in Ferro, J. P.(1987) p. 124 
8 Ibidem, p. X 
9 Note-se que embora o número de alunos inscritos no curso de matemática fosse diminuto, o número de 
alunos de frequentavam os Estudos de Mathematicas era elevado. Este incremento deve-se à quantidade de 
alunos de outros cursos que eram obrigados a frequentar cadeiras de matemática. Eram assim chamados de 
alunos obrigados, em contraposição aos ordinários do curso de matemática. Existiam, ainda os chamados 
externos que eram aqueles que assistiam às aulas por vontade própria. 
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criação de dois turnos, os quais ficaram a cargo de Anastácio da Cunha e de 
Ciera. Esta situação terá suscitado uma comparação entre os dois professores e 
colocado os métodos pedagógicos de Anastácio da Cunha numa posição de 
inferioridade. Não pretendemos aqui pormenorizar os detalhes desta discussão, 
nem, tão pouco, tomar partido de alguma das partes envolvidas, mas sim analisar 
os motivos que a desencadearam. Anastácio da Cunha surge, como seria de 
esperar pela formação a que foi sujeito, como um defensor da integração da 
experiência na rotina escolar, o que fazia com frequência nas suas aulas, facto 
que não terá agrado aos seus superiores. À luz dos conhecimentos de que hoje 
dispomos, parece-nos ser uma situação contraditória, na medida em que os 
procedimentos pedagógicos de Anastácio da Cunha eram consonantes com o que 
ditavam os Estatutos - a valorização de práticas que conduzissem ao 
desenvolvimento do raciocínio dos alunos ao invés de uma valorização da 
memorização. Mas, sem dúvida, que os detalhes que hoje conhecemos são 
insuficientes para que possamos apresentar resultados conclusivos. Contudo, 
como oportunamente referiremos, as conclusões mais importantes que possamos 
retirar destes documentos são as transversais, as que não se centram nos 
pormenores discutidos, propriamente, mas sim nas características que os seus 
autores deixam transparecer. 
A carta Factos contra callumnias10 consiste numa resposta de Anastácio da 
Cunha aos ataques protagonizados por Monteiro da Rocha, onde o autor se 
defende dos mais diferentes itens de acusação a que fora submetido. No décimo 
quinto item, um dos mais importantes e já evidenciado por múltiplos autores, 
descreve aquilo a que o matemático denomina o seu modo de ensinar: 
“O meu modo de ensinar era o que a minha consciência e inteligencia perfeitamente 
conformes n’esse ponto com o que os Estatutos mandavam, me dictavam. Expunha o objecto das 
proposições, a sua connexão e dependencia; o artificio com que Euclides consegue quasi sempre 
unir a facilidade ao rigor geométrico; e d’este procurava dar aos estudantes o conhecimento 
necessario. Não me demorava em ler ou repetir litteralmente (como os meu companheiros 
costumavam) as proposições que por faceis nem carecem explicação, nem a admitem, só para 
poder empregar tempo sufficiente em indicar aos estudantes as verdadeiras difficuldades da lição, 
e facilitar-lh’as quanto as minhas tenues forças o permitiam. Se restava algum tempo, ensinava o 
                                                 
10 Cunha, J. A. da, Factos contra callumnias, in Actas do Colóquio Internacional (1990) pp. 381-389 
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uso das proposições pelo estylo de Dechales e Ozanam. Porém queria que tambem os estudantes 
trabalhassem, e os obrigava a resolver problemas.Tudo perfeitamente conforme os Estatutos, e 
egualmente contrario ao que se tinha practicado, e practicava na Universidade”.11 
Na sua descrição deixa transparecer alguma preocupação em combater a 
prática pedagógica corrente da memorização em prol de um exercício de 
raciocínio. No entanto, a comunidade escolar não terá concordado e a pressão 
que exerceu sobre o reitor resultou numa medida imposta pelo Dr. Francisco de 
Lemos a Anastácio da Cunha. O matemático teria de aceitar pôr em prática os 
métodos existentes e exercidos pelos seus colegas, que o próprio descreve da 
seguinte forma: 
“Compelido pois por força superior, conformei-me ao tal methodo estabelecido, e serenou a 
tempestade. O tal methodo era certamente suave e commodo para os estudantes e mestres. O 
mestre repetia ou pelo livro ou de cór litteralmente as proposições da lição; e no dia seguinte cada 
estudante satisfazia repetindo de cór a proposição que lhe perguntavam.” 12 
Contudo, Anastácio da Cunha não perde a oportunidade de criticar a 
situação, exactamente por esta contrariar os Estatutos, e encerra o assunto de 
uma forma irónica e própria do seu espírito iluminista: 
“Nem se mostrava o uso das proposições, nem se resolviam problemas; ninguem ainda viu 
o lente do 1º anno no campo ensinando praxes, que os Estatutos mandam. Debalde solicitei os 
instrumentos para isso necessarios: não me consta que a Universidade tenha ainda nem uma 
prancheta. (…) Mas similhantes lições dão trabalho aos mestres e luzes aos estudantes; e isso é 
justamente o que não convém. Agora não se admirará o leitor da opposição que encontrei; nem do 
miserável estado em que José Monteiro mesmo nos confessa que estão, no fim de treze annos, os 
estudos de Mathematica.” 13 
Vemos, assim, que a experiência não fez parte das práticas pedagógicas da 
época, contrariando a tendência de outros países da Europa. Anastácio da Cunha 
terá feito diversas tentativas de implementação dessa componente nas suas aulas, 
mas terá encontrado alguns entraves ao tentar concretizar o seu objectivo. Ao 
espírito moderno, que tanto enaltecia as experiências ao serviço da compreensão 
da teoria, opuseram-se as antigas rotinas instauradas na Faculdade de 
Matemática que apelavam ao treino da memorização.  
                                                 
11 Cunha, J. A. da, Factos contra callumnias, in Actas do Colóquio Internacional (1990) p. 386 
12 Ibidem, p.387 
13 Ibidem, p. 387 
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2.2.1. Análise e Síntese 
No que se refere ainda à forma de pensar e de entender a ciência de 
Anastácio da Cunha, não podemos deixar de salientar um aspecto que o autor 
discutiu largamente e que nos fornece algumas pistas no sentido de o 
compreender melhor – a discussão sobre analyse e sintese. 
 As descobertas de novos problemas matemáticos e de seus métodos de 
resolução, como a análise ou a geometria analítica, de Descartes, Fermat, Newton 
e Leibniz abrem caminhos renovados aos matemáticos do século XVIII, que os 
exploram com sucesso. No entanto, esta é, de uma forma muito positiva, uma 
época de discussões sobre métodos e fundamentos da matemática. Os métodos 
de análise e de síntese, usados durante séculos foram alvo de um profundo 
debate. Análise e síntese, termos que remontam a Aristóteles, são, 
etimologicamente, sinónimos14 de “resolução” (“decomposição”) e “composição”, 
respectivamente. Uma das primeiras discussões sobre este tema surgiu com Papo 
em Treasury of Analysis que define os termos da seguinte forma: 
“(…) in analysis we assume that which is sought as if it were already done ( ςγεyoνó ), and 
we inquire what it is from which this results, and again what is the antecedent cause of the latter, and 
so on, until by retracing our steps we come upon something already known or belonging to the class 
of first principles, and such a method we call analysis as being solution backwards.” 15 
“(…) in synthesis, reversing the process, we take as already done that which was last 
arrived at in the analysis and, by arranging their natural order of consequences what before were 
antecedents, and successively connecting them one with another, we arrive finally at the 
construction of what was sought.” 16 
Enquanto que a análise é um método de descoberta, onde se assume o 
problema resolvido, e se deduzem as consequências até atingirmos um resultado 
conhecido e válido, o outro, a síntese, refere-se a um método de demonstração 
que parte de certas premissas, conhecidas ou dadas no problema, e desenvolve-as 
até atingimos o pretendido. A luta entre os defensores de cada um destes métodos 
dividiu os cientistas, entre eles Descartes, apologista do método analítico que 
                                                 
14Lacroix, S. F. (1805) p. 234 
15 Cit in Heath , T. (1981) p. 400 
16 Ibidem 
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“procurou derivar leis físicas básicas a partir de princípios metafísicos” 17, e Newton, 
defensor do método sintético que achava que “a base do filósofo natural é a 
generalização baseada num exame cuidadoso dos fenómenos ” 18. No entanto, 
esta discussão só faz sentido até um certo ponto, pois na verdade os dois métodos 
complementam-se. O próprio Newton utilizou a análise para procurar propriedades 
e a síntese para as demonstrar. 
Anastácio da Cunha assume-se, em diversas situações, como um defensor 
da síntese como método seguro de desenvolver a ciência matemática, delegando 
para segundo plano a “análise”, que procura utilizar apenas na fase da descoberta. 
No decorrer deste estudo sobre a sua obra teremos oportunidade de nos referir a 
este assunto. No entanto o que convém reter é que o significado de análise estava 
ainda em discussão no século XVIII e os seus limites não estavam, ainda, definidos 
e as suas bases fundamentadas. Entendia-se por análise um método de resolução 
de problemas matemáticos, que eram reduzidos a equações, definição esta que 
não é esclarecedora sobre a sua natureza, que se encontrava em franco 
desenvolvimento. Uma questão curiosa é que embora o método analítico se 
encontrasse no seu auge, havia quem achasse que a análise, e mais gravemente a 
matemática, pudesse estar próxima do seu fim. Vejamos o que Lagrange escreveu 
a d’Alembert em 1781: 
“A menos que novos caminhos veios de minério sejam descobertos, será necessário 
abandoná-la [a matemática] mais cedo ou mais tarde.” 19 
 Mais tarde, em 1810, também Lacroix dá provas do seu pessimismo: 
“o poder da nossa análise está praticamente esgotado.” 20 
De facto, o método, então, denominado por “análise” poderia não ter espaço 
para evoluir muito mais, mas hoje podemos afirmar que a sua potencialidade 
quando aplicado a outros campos da matemática, e da ciência em geral, revelou-se 
muito profícua. A física desafia constantemente a matemática e as tentativas de 
descrever diversos tipos de movimentos são um exemplo de como a análise 
matemática entrou num domínio crescente de abstracção.  
                                                 
17 Losee, J. (1998) p. 112 
18 Ibidem, p. 112 
19  Cit in Hankins, T. L. (2002) p. 17 
20 Ibidem, p. 17 
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2.3. A obra  
Como já tivemos oportunidade de referir, além de ter desenvolvido diversos 
trabalhos no âmbito científico, nas matemáticas e físicas-experimentais, Anastácio 
da Cunha engrandeceu a literatura e a poesia portuguesa com o seu cáracter pré-
romântico. Enunciemos, então, as obras de que temos hoje conhecimento 
dividindo-as em dois ramos essenciais: Científico e Literário-Poético. 
 
Âmbito Científico: 
 Ensaio sobre as minas: manuscrito escrito antes de 1769, descoberto no 
Arquivo Distrital de Braga em 1988, publicado em 1994, e inédito até então; 
 Carta Físico-Mathematica sobre a Theorica da Pólvora em geral e a 
determinação do melhor comprimento das peças em particular: terminada em 5 
de Novembro de 1769 e publicada em 1838 no Porto; 
 Ensaio sobre os Princípios de Mechanica: embora não se conheçam 
exemplares originais, terá sido publicado em 1807 por Domingos de Sousa 
Coutinho e republicado na revista O Instituto em 1856 em Coimbra; 
 Principios mathematicos para instrucção dos alumnos do Collegio  de São 
Lucas da Real Casa Pia do Castello de São Jorge: iniciada em 1766, concluída 
numa primeira versão em 1771, corrigida em 1786, poucos dias antes da sua 
morte, é publicada em 1790; Desta obra é produzida, em 1811, em Bordeaux, a 
sua tradução para o francês pelo seu discípulo: Principes mathematiques de 
feu Joseph-Anastase da Cunha, traduits litéralement du portugais par J.M. 
d’Abreu; 
 Escritos Posthumos21: de edição proposta por João Manuel d’Abreu, 
embora não tivesse chegado a ser concretizada22, consiste num conjunto de 
textos de José Anastácio da Cunha, que de seguida enumeramos: 
? Prólogo sobre huns Principios de Geometria tirados dos de Euclides; 
                                                 
21 d’Abreu, J.M., Escritos posthumos de José Anastácio da Cunha ordenados relativamente ao systema dos 
seus Principios Mathematicos e offerecidos a S. A. R.. o S. D. João VI Príncipe regente de Portugal, J.M. 
d’Abreu in Actas do Colóquio Internacional (1990) pp. 353-355 
22 Muito recentemente foram descobertos alguns destes textos. 
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? Extracto de huma carta a hum discípulo da…que tinha sido aluno do R. 
Collegio de S. Jorge (…); 
? Extract from na original MS; 
? Nouvelle resolution numerique des équations de tous les dégrés 
? Sobre o infinito (…); 
? Contra a doutrina das razoens primeiras e ultimas das quantidades 
nascentes e fenescentes (…); 
? Prologo sobre os Principios do Cálculo fluxionario; 
? Reducçoens de humas integraes binómias a outras (…); 
? Extracto doutro MS (…); 
? Examen de quelques passages des premier et troisième memoires de M.  
de La grange sur les Cordes Sonore; 
? Solution du problème des isoperimétres (…); 
? Extracto de dous MS sobre o tetragonismo approximado de M. Fontaine; 
? Ensaio sobre os principios de Mechanica, obra posthuma «José Anastácio 
da Cunha dada a luz por D. D. A. de S. C.» Lon. 1807(…); 
? La balistique de Galilée; 
? Extracto de hum parecer do A sobre certa memoria Coroada pela (…). 
 Alguns dos documentos desta lista referem-se a partes dos Principios 
Mathematicos como é o caso de I, que se refere aos primeiros livros de geometria, 
de II ao livro VIII, de III e IV ao livro X, de VII ao livro XV, de VIII ao livro XVIII, de 
IX ao livro XVIII e de X ao livro XXI.  
 
Âmbito Literário e Poético: 
 Tradução de Mafoma de Mr. Voltaire pela Officina da Real Academia das 
Sciencias em Lisboa no ano 1785. Segundo consta não terá inscrita a 
indicação do tradutor; 
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 Composições Poéticas, por Inocêncio Francisco da Silva no ano 1839 em 
Lisboa. 
 Obra Poética, organizada por Hernâni Cidade, 1930; 
 Notícias Literárias de Portugal, 1780, edição de Joel Ferrão, Seara Nova, 
datada de 1966 em Lisboa; 
 Obra Poética, Volume I e II, Colecção Obras Clássicas de Literatura 
Portuguesa (sec. XVII), Edição Campo de Letras, 2000. 
 
2.3.1. Carta Fisico-Mathematica sobre a theoria da polvora em geral e a 
determinação do melhor comprimento das peças em particular  
A Carta Físico-Mathematica terá sido escrita durante o período em que 
Anastácio da Cunha se encontrava no Regimento da Artilharia em Valença do 
Minho, no ano 1769. Embora o autor tivesse, então, apenas 25 anos denotava já 
um entendimento científico bastante alargado, assim como uma preocupação 
metodológica fora do comum. Este documento, onde se aborda a teoria da 
pólvora (características da pólvora, movimento de balas) e o movimento dos 
planetas, parece ser um artigo de opinião acerca dos assuntos tratados na Aula 
do Regimento, dirigida ao Major Simão Frazer. 
“V.S.ª [Sr. Major Simão Frazer] quer saber a minha opinião sobre as matérias, de que 
ultimamente ouvio tratar na Aula do Regimento do Porto” 23 
Sendo composto por 12 proposições, das quais são deduzidos corolários 
e scholios, são utilizados diversos conceitos matemáticos no tratamento dos 
assuntos de física envolvidos. No âmbito da geometria é empregue o conceito 
de perpendicularidade e paralelismo em relação a eixos coordenados, são 
desenvolvidas áreas e secções cónicas e, na aritmética, são abordadas razões, 
proporções e logaritmos. 
O método de exposição que o autor pretende utilizar bem como o seu 
posicionamento em relação ao modo de fazer ciência são explicitados no início 
da carta: 
                                                 
23Cunha, J. A. da, Carta Fisico-Mathematica sobre a theoria da polvora em geral e a determinação do 
melhor comprimento das peças em particular, in Actas do Colóquio Internacional (1990), pp 319-337 
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 “Este prejudicial, e vergonhoso abuso da Sciencia procede ordinariamente de quasi 
todos dizerem «vamos explicar»; quando apenas se acha hum que diga «vamos indagar» este, 
ou aquelle Phenomeno.”  
“Usarei de huma espécie de methodo Geométrico; por ser mais breve; expondo a minha 
opinião nas seguintes Proposições:” 
Este abuso da Sciencia refere-se à utilização da análise, prática comum na 
época e que Anastácio da Cunha apenas aprova na fase de descoberta de novos 
resultados em matemática, assim como à utilização, nem sempre cuidadosa, dos 
termos Evidencia, Demonstração, Provarei. 
“(…) que esteja sempre á lerta contra os capciosos termos de Evidencia, 
Demonstração, Provarei, &etc.”  
 O autor considera que este método não pode ser utilizado para explicar ou 
demonstrar mas apenas para indagar fenómenos. 
Embora não seja nosso objectivo fazer uma análise profunda do conteúdo 
da Carta Fisico-Mathematica, é pertinente abordar alguns aspectos. 
A Proposição VI, que descreve o movimento das balas, aplica diversos 
conceitos matemáticos, entre os quais a criação de eixos para descrever a 
situação proposta e a utilização da hipérbole como a curva que melhor se 
aproxima da descrição deste trajecto. A construção proposta para a 
demonstração da proposição (apresentada sob a forma de problema) é 
acompanhada por duas figuras correspondentes. 
“Proposição VI: 
 Descrever o movimento das Balas impellidas pela polvora nas peças de Artilheria.” 
 
 
Após expor o seu raciocínio Anastácio da Cunha não é alheio à imprecisão 
destas considerações, pelo que observa: 
fig. 2.1 
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“He a descripção que acabamos de fazer muito abstracta, e vaga, por não haver meios 
para se determinar a Curva RGH em Genero, nem em Especie, nem o Espaço CD, nem a 
ordenada DH; mas com tudo nos offerece algumas considerações importantes.”  
As Proposição VII e VIII referem-se ao espaço percorrido por uma bala e 
envolvem o cálculo de áreas de secções, recorrendo aos logaritmos24. Os quatro 
corolários que se lhe seguem adaptam a fórmula encontrada a situações práticas.  
Notemos que o autor demonstra conhecer a obra de Descartes e Newton, 
denotando, no entanto, uma predilecção pelos métodos sintéticos de Newton em 
prol dos analíticos de Descartes, como comprova a forma como que se refere à 
obra de Descartes – a sua Novella de Philosophia. 
“O primeiro modo de pensar fez compôr a Descartes a sua Novella de Philosophia: o 
segundo produzio o immortal livro dos Princípios de Newton”  
Além de fazer diversas referências destes autores, menciona 
frequentemente Robins. 
“Deve-se confessar, que não se póde requerer mais sagacidade na invenção dos 
Expedientes, nem mais exacção, nem execução, nem mais pontualidade, miudeza e candura, nem 
exposição, do que a que resplandece no Livro de Robins ”  
Outros autores como Muller, Dulacq, Amontons, Hawksbee, Belidor e 
Desaguiliers são, também, mencionados. 
Nesta obra de carácter prático, Anastácio da Cunha privilegia nitidamente a 
experiência, como meio de aprendizagem, à teoria dada na Aula do Regimento 
sobre a Pólvora, embora reconheça a importância da utilização de um método 
organizado e rigoroso no tratamento de assuntos científicos: 
“Proposição última:  
O Artilheiro não tem necessidade alguma de gastar tempo no Estudo, do que chamam 
Theorica da Polvora”  
“He verdade que lhe abre os olhos sobre as dimensões das Peças, e cargas, (…) mas a 
pura experiencia lhe póde mostrar igualmente, e com effeito tem mostrado aos velhos, quam 
erróneas são as opiniões dos modernos. Fação as suas experiencias, disparando as peças contra 
espaldões de terra, ou barro homogeneo, (…) e ficarão desenganados”.  
                                                 
24 O recurso aos logaritmos surge, naturalmente, no cálculo da área de uma secção de hipérbole, questão que 
voltaremos a tratar aquando da análise do Ensaio sobre as Minas. 
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A seriedade com que assuntos do foro da Física são tratados e o rigor que 
a matemática utilizada lhes imprime, fazem da Carta Físico-Mathemática, uma 
obra merecedora de um estudo mais aprofundado. 
 
2.3.2. Ensaio sobre os Princípios de Mechanica  
O Ensaio sobre os Princípios de Mechanica foi escrito, provavelmente, nos 
últimos anos de vida de Anastácio da Cunha, sendo considerado como um dos 
mais importantes que redigiu. Esta importância, atribuída por diversos autores, 
deve-se não só à originalidade com que expõe e distingue assuntos de Física, 
mas também pela singularidade do seu discernimento científico. As seis páginas 
que compõem este ensaio consistem numa discussão acerca da estrutura e 
organização da Mecânica, a qual, na opinião do autor, em diversas situações não 
era apresentada de forma correcta. No cerne desta discussão epistemológica, 
Anastácio da Cunha defende a mecânica como um ramo da física dissociada da 
matemática, distinguindo termos como Mecânica Matemática e Mecânica Física. 
A estrutura axiomática da cinemática aparece, de uma forma muito original, 
dissociada da estrutura axiomática da dinâmica, sob a forma de princípios e 
postulados matemáticos. O assunto não surge ao acaso, na medida em constituía 
tema de discussão na época, que envolveu diversos nomes como Newton, Euler, 
d’ Alembert, Bernoulli e Lagrange.  
No seu ensaio, Anastácio da Cunha discute a importância de sistemas 
formais como modelos de representação da realidade e comenta a distância 
existente entre um modelo e a realidade que este pretende representar. Além 
deste tema central, a distinção entre um tratado matemático e um tratado físico-
matemático é discutida de forma profunda.  
“O auctor de um tractado puramente mathematico, pode-se dizer que é um legislador, 
um creador; o auctor de um tractado mathematico de physica, é mero interprete e 
commentador da natureza. A verdade mathematica não consiste senão na legitimidade com 
que os theoremas, e as soluções dos problemas se derivam das definições, postulados e 
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axiomas; porem as definições, postulados e axiomas, pode-se dizer que a nenhuma lei são 
sujeitos.” 25 
Refere-se, posteriormente, à necessidade de utilizar a experiência em 
questões da física e à impossibilidade de as demonstrar em matemática. 
“D’aqui vem que muitas coisas, que na physica são e devem ser objectos de 
demonstração experimental, na mathematica nem devem, nem ordinariamente podem ser 
demonstradas. (…) Nos «princípios mathematicos de philosophia natural» não há definições 
senão de nomes; não há axiomas, nem postulados, (…); há «leges motus» ensinadas pela 
natureza; isto é, indagadas e confirmadas pela experiencia: o que a isto se segue, é que é tudo 
mathematico. Em um o auctor de um tractado mathematico de physica é um geometra que 
resolve problemas propostos pela natureza: se omitte algum dos dados, se os altera, se lhes 
substitue outros, já o problema que resolve, não é o que se lhe propôz; já o geómetra não é, se 
não o auctor de uma novella”  
Em tom de ironia explica a sua concepção da seguinte forma: 
“Posso compor uma mechanica, suppondo as leis do movimento que eu muito quizer. 
E se os meus theoremas e as minhas soluções dos problemas forem legitimamente derivadas 
dos principios que estabeleci, ninguém me poderá arguir de erro. Poderão sim censurar-me de 
ter indignamente abusado do precioso tempo, se essas bem ajustadas e talvez elegantes 
theorias se não podérem applicar á philosophia natural;” . 
Podemos induzir destas considerações que Anastácio da Cunha 
demonstrava um espírito científico organizado, de uma maturidade fora do 
comum. A construção da mecânica e dos seus princípios é para si impossível de 
demonstrar e a solução passa pela utilização de modelos próximos e 
comprovados pela experiência, embora estes apenas possam constituir uma 
aproximação e nunca uma formulação absoluta. 
“Por isso o geometra, que não quizer incorrer na censura de inutil, deve tomar, por 
principios ou hypoteses, noções communs, verdades de facto, que a natureza, que a experiencia 
ensinam: então o physico mostrando que os corpos naturaes são (ou exacta ou proximamente) 
dotados d’aquellas mesmas propriedades, que o geometra suppoz nos corpos mathematicos, 
poderá fazer feliz applicação da theorica puramente mathematica a aluguns assumptos physicos.”  
                                                 
25 Cunha, J. A. da, Ensaio sobre os Principios de Mechanica, in Actas do Colóquio Internacional (1990) pp. 
339 -351 
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D’Alembert defendia que era possível construir a mecânica partindo das 
leis da inércia, da composição dos movimentos e da actual lei geral do 
equilíbrio26, opinião que Anastácio da Cunha não partilhava: 
“Comtudo em varias cousas desvio-me de M. D’Alembert (…) só o faço quando elle 
recorre a argumentos methaphysicos para introduzir como theoremas na mathematica o que elle 
não póde admitir senão como hypotheses (…).” 
Depois desta introdução de carácter filosófico, propõe uma divisão entre 
mecânica geométrica e mecânica física, apresentando uma estrutura de dois 
conjuntos de definições (nove no total), um axioma, um postulado, duas hipóteses 
e seis proposições, seguidas de um corolário.  
“Escolhi estas linhas ou numeros e os seus nomes, de sorte, que mesmo com a 
significação assim alterada, possam quadrar ás excellentes lucubrações geometricas e analyticas, 
com que grandes geometras têm enriquecido o mundo. – Assim (se o desejo me não engana) 
ficará a mechanica mathematica, verdadeiramente mathematica sem mistura; e poderá ajudar a 
philosophia natural a desviar-se da perigosa companhia da metaphysica.”  
Este seu ensaio, organizado axiomaticamente, tem início com as definições 
de instante e movel, às quais se seguem o axioma: 
“Axioma I:  
O ponto movel descreve uma linha.” 
Tempo, espaço, velocidade, direcção e aceleração são conceitos 
posteriormente abordados. As proposições são apenas enunciadas e algumas 
hipóteses comentadas. A Hipótese I, por exemplo, refere-se à relação existente 
entre um movimento e o tempo em que este ocorre. Enquanto as Hipóteses II e III 
explicam princípios de equilíbrio. Como refere João R. Rodrigues, nos seus 
Comentários ao Ensaio sobre os Principios de Mechanica27, Anastácio da Cunha 
constrói as suas Hipóteses tendo em conta o sistema de princípios de Newton, 
embora não deposite nestes uma confiança total: 
“José Anastácio da Cunha pensa, como já indiquei, que construiu um sistema formal 
coerente, mas cabe à experiência decidir se ela se adapta ou não aos fenómenos.”  
                                                 
26 Rodrigues, J. R. (1990) in Actas do Colóquio Internacional (1990) p. 126 
27 Rodrigues, J. R. (1990) in Actas do Colóquio Internacional (1990) p. 130 
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Defendendo o papel da experiência Anastácio da Cunha afirma, na 
introdução inicial ao seu ensaio: 
“Não; nem da inércia dos corpos, nem da composição, nem da comunicação do 
movimento, podem os homens dar outra prova senão a experiência; nem outra razão, senão a livre 
escolha do creador.” 
As fronteiras entre a Mecânica Matemática e a Mecânica Física, que 
insistentemente Anastácio da Cunha quis demarcar desde o início do seu ensaio, 
não ocorrem delineadas de forma absoluta nesta segunda parte. De facto, 
embora o autor apresente os princípios fundamentados pela Mecânica 
Matemática, ocorrem algumas incongruências quando o autor apela à experiência 
como método de demonstração. 
São diversos os autores citados no decorrer do ensaio, entre eles 
d’Alembert, de quem são feitas várias observações à sua Dinâmica e Newton 
onde são comentados os seus Principios mathematicos de philosophia natural. De 
forma ocasional são referidos os Elementos de Euclides, considerações sobre 
forças vivas de Leibniz, a queda de graves de Gravesand e Muschembroeck e as 
lições do abade Nollet. 
Este ensaio constitui um tratado matemático sobre um tema da física 
natural, embora talvez não tão matemático como o próprio autor pretenderia. 
Embora sejam manipulados diversos assuntos, como elementos de cálculo 
diferencial e integral, o tema central são forças e movimento de partículas e os 
conceitos espaço, tempo, velocidade aceleração, relação entre espaço e tempo e 
massa são as suas palavras-chave. Numa análise a este documento, mesmo que 
feita de forma superficial, podemos verificar que o autor revela mais 
preocupações sobre a metodologia de abordagem de assuntos de mecânica, do 
que propriamente em desenvolver de forma profunda esses mesmos assuntos. 
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2.3.3. Ensaio sobre as Minas  
“Sobre uma matéria tão importante como esta não temos nada escrito em Portuguez.” 
(Anastácio da Cunha)28 
 
Ensaio sobre as Minas, obra que Anastácio da Cunha terá elaborado 
durante a sua estadia em Valença do Minho, foi recentemente redescoberta, em 
1988, sob a forma de manuscrito. Vários dados apontam para que esta seja a 
obra que terá originado alguns mal-entendidos entre o marechal do exército 
português, Conde de Lippe, e José Anastácio da Cunha. Um dos argumentos que 
sustentam esta hipótese é um excerto da carta Factos contra calumnias: 
“Havia enristado com o general conde de Lippe, etc. É falso. Pediu-me o capitão de 
mineiros do meu regimento a minha opinião sobre o que varios auctores tinham publicado ácerca 
das minas: dei-lh’a por escripto muito sem segunda tenção, que nem deixei em meu poder copia. 
Entre outras coisas mostrei alguns erros de Mr. Dulacq, auctor que o marechal tinha 
recommendado aos artilheiros e engenheiros, o que nem eu nem talvez pessoa alguma do meu 
regimento então sabia. Depois passando o marechal por Almeida, aonde eu estava, houve quem 
innocentemente e cuidando que me fazia um grande bem, offereceu a minha disseração ao conde 
de Lippe, que naturalmente se julgou insultado. (…) ainda duvidoso da minha innocencia, deixou 
recommendado que se me dobrasse o soldo e me adeantassem.” 29 
Pensamos que a origem desta polémica se centra em dois motivos 
essenciais: primeiro o conde de Lippe não teve conhecimento da existência deste 
documento através de Anastácio da Cunha, mas por terceiros, e, em segundo, 
por neste estarem contidas diversas críticas a Dulacq, autor então recomendado 
nas aulas do regimento e respeitado no ambiente científico. Mas cedo o marechal 
terá reconhecido o mérito científico e crítico do seu súbdito e deixado essa 
discussão encerrada. Mais tarde tece-lhe, inclusivamente, diversos elogios os 
quais comenta com o Marquês de Pombal30. 
O Ensaio sobre as Minas é, sem dúvida uma obra imprescindível a quem 
pretender analisar Anastácio da Cunha e todo o seu percurso no seio da ciência, 
                                                 
28 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 30 
29 Cunha, J.A. da, Factos contra calumnias, in Actas do Colóquio Internacional (1990) pp. 382 
30 Estrada, M. F. Introdução in Ensaio sobre as Minas (1994) p. X 
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por diversas razões, entre elas, por constituir um artigo elaborado no florescer da 
sua carreira científica, como refere M. Fernanda Estrada31. 
 
a) Estrutura geral 
O ensaio contém algumas considerações iniciais sobre o ponto da situação 
do estudo das Minas e Artilharia em Portugal, comparativamente a outros países. 
Segundo Anastácio da Cunha, não existiam outros tratados sobre o assunto 
escritos em português. Sob o título de Instrucção, que mais não é do que um 
prefácio usual, o autor refere os principais objectivos que pretende atingir com a 
consecução desta obra, descrevendo a estrutura que pretende dar ao seu ensaio: 
uma divisão em três partes precedidas de uma Preparação. 
 
Preparação 
A Preparação consiste numa apresentação, da sua inteira autoria, em sete 
páginas, acompanhadas de quatro figuras, sobre as secções cónicas, que 
Anastácio da Cunha apresenta da seguinte forma: 
“Desta Theorica que hé o que só posso chamar inteiramente meu neste papel pouco, ou 
nada se pode determinar para a practica. Eu confeço a sua inutilidade neste sentido, servirá porem 
de contentar a curiozidade naturalíssima de saber pouco mais, ou menos por que razaõ, e como as 
Escavaçoes tomam sempre huma figura certa, e naõ outra e para desterrar os abuzos de alguns 
Autores”  
 É feita uma caracterização inicial considerando a variação de dois 
parâmetros p e q que representam, respectivamente, a distância do vértice à 
directriz e a distância do vértice ao foco. Nesta breve introdução, onde é utilizado 
o raciocínio sintético e algumas ferramentas da geometria analítica, são obtidas 
as equações algébricas que representam cada uma das cónicas. A inclusão deste 
preâmbulo justifica-se na observação que Anastácio da Cunha faz, durante a 
Instrucção do seu Ensaio, acerca do trajecto efectuado na escavação de uma 
mina ser um parabolóide. 
Este desenvolvimento sobre as secções cónicas será, posteriormente, alvo 
de um estudo mais aprofundado32. 
                                                 
31 Estrada, M. F. Introdução in Ensaio sobre as Minas (1994) p. IX 
O PERCURSO DE JOSÉ ANASTÁCIO DA CUNHA | 
  
 
  47
Na Preparação podemos, ainda, observar que é utilizado um método 
descritivo, com recurso a figuras, tendo presente a manipulação algébrica das 
expressões. 
 
Parte I 
 “darei huma ideia de como a polvora opéra na terra, e como esta lhe resiste diversamente 
em differentes partes, procurando deduzir destas considerações a figura da Escavaçaõ.” 33 
Na primeira parte do livro, como o próprio autor refere, é feito um estudo 
sobre o comportamento da pólvora quando submetida a diversas condições de 
resistência e compressão produzidas pela terra. Anastácio da Cunha tenta 
descrever o movimento da terra após a explosão da pólvora servindo-se de um 
modelo de transformação de secções cónicas, feito no capítulo precedente. A 
exposição de quatro consequências que podem ocorrer ao alterar as variáveis 
envolvidas finaliza o capítulo. 
 
Parte II 
“A segunda será hum extracto da Theorica de Mr. Muller” 34 
A tradução de The Attack and Defence of Fortified Places35 constitui a 
segunda parte deste ensaio e ocupa as páginas 30 a 46 do manuscrito. Segundo 
M. Fernanda Estrada36 a tradução corresponde à segunda das três edições 
publicadas do livro de Jonh Muller (1699-1784), então director da Academia Real 
Militar de Woolwich na Inglaterra. Embora as intenções de Anastácio da Cunha se 
reduzissem, inicialmente, à tradução desta obra, o seu espírito de síntese e rigor 
falaram mais alto e o ensaio consiste mais numa tradução sintetizada e crítica do 
que numa tradução literal.  
“A minha primeira tenção quando me rezolvi a dar alguma couza em Portuguez sobre as 
Minas, foi traduzir fielmente o excellente Tratado de Mr. Muller, porem acho nelle algumas 
                                                                                                                                                    
32 No capítulo 4. 
33 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 5 
34 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 5 
35 Muller, J. (1770) 
36 Estrada, M. F. Introdução in Ensaio sobre as Minas (1994) p. XV 
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asserções, que me parecem mal fundadas, alguns principios, que não posso adoptar por me 
parecerem certos, do que darei as minhas razões, e quem ler julgará” 37 
Após a apresentação comentada de dois princípios sobre teoria de minas, 
são apresentados dois problemas que tentam dar resposta a diversas situações 
práticas que advêm da aplicação destes princípios38. 
“Principio I, parte II: 
A figura da Escavação da Mina he hum parabolóide.” 
“Principio II, parte II: 
Nas Minas feitas em hum mesmo terreno homogéneo o Frusto de Parabolóide ABED, que 
tem por altura a linha de menor rezistencia estâ sempre na razão da carga.” 
“Problema Geral, parte II: 
Determinar as dimensões, e relações dos Frustros dos parabolóides, ou excavações das 
Minas, mencionados no II Princípio.” 
Como os problemas exigem a resolução de equações biquadráticas, 
Anastácio da Cunha incluiu um método para as obter: 
“ajuntarei hum Problema, que me parece necessario, e como a sua soluçaõ dá huma 
equação biquadratica, darei com essa occaziaõ o excellente methodo de Daniel Bernoulli para 
achar as raízes das Equaçoes racionaes” 39 
Este método de extracção de raízes de uma equação racional proposto por 
Daniel Bernoulli, extraído do livro de J. Muller Traité analytique des sections 
coniques, fluxions et fluentes (1760), é apresentado sob a forma de três 
problemas aos quais se seguem a respectiva resolução. A apresentação de dois 
exemplos de aplicação finaliza o capítulo. 
 
Parte III 
“A terceira conterá Regras practicas para regular as cargas, e linhas de menor rezistencia”  
Na última parte deste Ensaio sobre as Minas são definidos diversos 
conceitos que apoiam a Teoria das Minas como mina, galeria, camera, linha de 
menor rezistencia, etc. 
 
 
                                                 
37 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 5 
38 Assunto a desenvolver com mais pormenor no próximo capítulo. 
39 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 5 
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“Definição 1, parte III: 
Por Mina se entende huma passagem por baixo do chão continuada até de baixo do lugar, 
que se quer fazer saltar, por meio de certa quantidade de polvora, que se põem no fim da 
dita passagem.” 
 Esta terceira parte inclui, também, parte da tradução do livro de Muller The 
Attack and Defence of Fortified Places que ocupa as páginas 37 a 80 do 
manuscrito. De carácter essencialmente mais funcional do que qualquer uma das 
outras partes, expõe as regras práticas necessárias para a consecução de uma 
Mina. Iniciando com a descrição de todo o processo e procedimentos para atingir 
esse fim, foca regras que permitem relacionar, de forma simples, diversos termos 
necessários à arte de construção de minas. 
“Regra IV, Parte III: 
Para determinar a carga de qualquer Mina proposta.” 
A exposição de cada uma das regras é feita apresentando o seu enunciado 
ao qual se segue o algoritmo que orienta a sua aplicação e respectiva 
exemplificação. Estas são, ainda, complementadas com Tábuas de cálculo que 
facilitam a implementação dos algoritmos e que se encontram acompanhadas com 
uma nota de utilização e adaptação. 
Posteriormente, é dado um novo conjunto de indicações acerca dos 
procedimentos necessários à construção das Minas, nomeadamente sobre a 
forma das câmaras ou sobre a posição que os Mineiros devem tomar em relação 
às Galerias. A explicitação das vantagens da utilização do método fundamenta a 
sua importância.  
 
Notas I e II 
Por fim, são apresentadas duas notas finais, uma sobre a prova do 
Princípio II, retirada do livro de Muller, e outra sobre séries, retirada de Analisis 
per Quantitem series Fluxiones ac Differentias de Isaac Newton. Esta última 
aborda as séries, partindo da equação da área da hipérbole: 
cxxxxxxz &
5
1
4
1
3
1
2
1 543 ++++= .                                                (2.1) 
Esta série, dá-nos o logaritmo, ( )x−1ln , a menos do sinal, que não é mais 
do que a série  
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( )∑
≤≤
−
∞→ −=+ ni
ii
n
xix
0
11lim)1log(                                              (2.2) 
descoberta por Mercator40 em 1668, considerando um intervalo conveniente. De 
facto, ( )∫ −+−x dxxxx0 32 ...1  dá-nos a área delimitada por um segmento de 
hipérbole ( ) 11 =+ yx , enquanto que em (2.1) consideramos outro intervalo de 
integração, ou seja, 01 ≤<− x  com a hipérbole ( ) 11 =− yx . A série (2.2) também 
pode ser encontrada em Muller em Elements of Mathematics, como iremos ver no 
próximo capítulo, e serve de ponte entre o tema das secções cónicas e o dos 
logaritmos.  
 
Appendix 
Consiste na explicação de algumas estampas ilustrativas das situações 
abordadas durante o ensaio. Todavia, estas não são as estampas contidas no livro 
de Muller mas sim do livro L’Artillerie raisonnée de Guillaume Le Blond publicado 
em Paris em 176141. Existe alguma incerteza quanto à numeração destas 
estampas na medida em que, segundo M. Fernanda Estrada, a numeração de 
uma das estampas não coincide com a que se encontra no livro de Le Blond. 
Possivelmente, uma edição diferente justifique esta ocorrência. 
 
b) Objectivo da obra 
Não nos parece difícil desvendar os objectivos essenciais que terão 
conduzido Anastácio da Cunha a produzir este ensaio. Numa primeira instância, 
como tivemos oportunidade de observar anteriormente, o ensaio consiste numa 
resposta a um pedido que o Capitão das Minas do seu Regimento terá feito no 
sentido de Anastácio da Cunha tecer um comentário sobre as obras, existentes na 
época que abordassem o tema da teoria de minas. Este objectivo foi cumprido e, 
de certa forma, superado. Além de conter traduções da obra de Muller, bem 
conhecida e utilizada na época, faz várias referências a obras, experiências ou 
feitos de outros autores. No entanto, a organização dada por Anastácio da Cunha, 
os assuntos por ele desenvolvidos e as suas considerações pessoais acerca do 
                                                 
40 Newton, I., O método dos fluxões e séries infinitas, (2004) p. 1 
41 Estrada, M. F. Nota de rodapé 60  in Ensaio sobre as Minas (1994) p. 76 
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tema evidenciam, uma vez mais, o espírito crítico, didáctico e comunicativo do 
autor. Este artigo não constitui excepção! Está presente na introdução, que 
antecede a primeira parte, que seria importante existir uma obra em português, de 
modo a facilitar a aprendizagem aos alunos: 
“Sobre uma matéria tão importante como esta não temos nada escrito em Portuguez.” 42 
“Para cabal intelligencia do que digo na primeira parte, me parece necessário dar a 
propriedade, e formação universal das sessões Conicas, e espero naõ deixará isto de ser util á 
quellas pessoas, que não tiverem visto se naõ Belidor, o qual as trata separadamente, e cada 
huma por differente modo.” 43 
Vemos que o próprio autor sente a necessidade de escrever um 
documento sobre o assunto, mais do que satisfazer o pedido que lhe foi dirigido. 
 
c) Fontes  
São vários os autores nomeados durante este ensaio. Como não poderia 
deixar de ser o matemático inglês John Muller, discípulo de Belidor, é 
constantemente citado, uma vez que a segunda e terceira partes consistem na 
tradução da sua obra The Attack and Defence of Fortified Places. O próprio 
Belidor, e as experiências que realizou em La Fere na Escola de Artilharia são 
uma referência, também, importante. Não menos relevante, mas não por isso 
pouco criticado é Dulacq ao qual são apontadas diversas imprecisões. O Tenente 
General de la Valière assume um papel de destaque por ter achado, com recurso 
a diversas experiências, que a figura da escavação que surge após a explosão da 
pólvora é um parabolóide. Relembre-se que este é um dos temas centrais do 
ensaio. O método de Daniel Bernoulli, para achar raízes de equações racionais é 
utilizado e demonstrado, seguindo a linha de Newton à semelhança do indicado 
por Muller, numa nota suplementar. 
 
d) Método de exposição 
Não podemos falar em homogeneidade quando nos referimos ao método de 
exposição utilizado por Anastácio da Cunha neste ensaio. A justificação parece ser 
                                                 
42 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 30 
43 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 6 
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simples na medida em que enquanto que a Preparação e a Parte I foram 
compostas na sua totalidade pelo autor já a Parte II e a Parte III, como vimos, são 
uma tradução da obra de Muller, que embora sendo uma tradução literal, segue, 
naturalmente os passos essenciais da obra original. O autor é rigoroso nos termos 
que utiliza e exigente na abordagem dos conteúdos que foca. Surpreendente é a 
habilidade com que conjuga esse seu espírito científico intransigente e o recurso à 
experiência, de que tantas vezes é defensor. 
“Mr Muller Professor d’Artilharia, e Forteficação na Academia Real de Inglaterra, discipulo 
de Belidor, e que assistio às experiencias, de que fallei, achou felismente huma nova Theorica 
segura, e completa, quanto baste para a practica, e confirmada incontestavelmente por ella. Não 
cahio na tentação de deduzir de principios a priori a figura da escavação (…) reduz toda a 
Theorica das Minas à Resolução de huma equação do segundo graó.” 44 
Verificamos que Anastácio da Cunha não desenvolve os temas de uma 
forma tão profunda como desejaria, e, de um modo geral, não é patente a sua 
preocupação em demonstrar extensivamente os princípios que apresenta. Parece-
nos que esta sua atitude não se deveu a uma possível escassez de 
conhecimentos, ou à ausência de desejo de o fazer, mas, antes, porque Anastácio 
da Cunha estava bem ciente do público a que se poderia destinar este ensaio e 
das suas necessidades efectivas. Ele próprio faz o seguinte alerta: 
“(…) os principiantes se não enganem com os brilhantes termos de Demonstração, 
evidência, provarei, demonstrarei &c” 45 
Parece, também, demonstrar-se ciente de que nem todos os conteúdos 
abordados poderiam ser entendidos ou, até, úteis a todos os que com as Minas 
operassem. Na verdade, considera que a última parte do seu ensaio é talvez a 
que, na generalidade, se pode tornar mais necessária. 
“A terceira [parte] conterá Regras practicas para regular as cargas, e linhas de menor 
rezistencia, (…) acomodadas á capacidade de hum Mineiro, que não saiba mais do que as quatro 
operações da Arithemetica, e extraçaõ da raiz quadrada, e cúbicas; As pessoas que não entendem 
álgebra poderaõ fazer o estudo nesta terceira parte somente, e deixar as outras.” 46 
                                                 
44 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 4 
45 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 5 
46 Cunha, J.A. da, Ensaio sobre as Minas (1994) p. 6 
O PERCURSO DE JOSÉ ANASTÁCIO DA CUNHA | 
  
 
  53
2.3.4. Principios mathematicos para instrucção dos allumnos do Collegio de 
São Lucas da Real Casa Pia do Castello de São Jorge 
 
“Disse (…) que espera merecer a misericórdia e a piedade, e ser reconciliado com a Igreja, 
(…) para que ainda possa chorar os seus erros e fazer deles penitência na Congregação do 
Oratório de Lisboa, aonde deseja ser recolhido, e o espera conseguir quando for restituído à sua 
liberdade, não só para este principal fim mas ainda para naquela casa poder ser útil ao público e ao 
Estado, dando à luz uma obra, que é a base de toda a Matemática, em que trabalha há doze anos 
com a mais assídua e incansável aplicação, e que já tinha completa ao tempo da sua prisão e só 
lhe faltava pôr limpo (…).” 47 (Anastácio da Cunha) 
 
Em 1790, três anos após a morte de Anastácio da Cunha, é publicada em 
Lisboa a obra Princípios Mathematicos. Composta durante um longo período, entre 
1766 e 1786, consiste numa extensa exposição de assuntos matemáticos, 
abordando temas de Aritmética, Geometria, Álgebra ou Cálculo Diferencial e 
Integral.  
 
a) Estrutura geral 
Esta obra encontra-se dividida em 21 capítulos os quais, fazendo uso da 
linguagem da época, se denominam por livros. Dada a extensão desta obra e 
tendo em conta que o nosso objectivo principal é aprofundá-la sob a perspectiva 
das secções cónicas, apenas focaremos os temas essenciais a cada livro, assim 
como alguns dos principais tópicos e conteúdos desenvolvidos em cada um 
destes. No entanto, alertamos o leitor de que esta síntese está longe de resumir a 
imensa obra que são os Princípios Mathematicos, e que com este resumo 
pretendemos, apenas, dar uma ideia geral do objecto de estudo de cada um dos 
livros. 
Livro I: Geometria do triângulo (em 12 páginas) 
− Definem-se elementos de geometria plana: ponto, linha, linhas rectas, 
superfície, plano, círculo, ângulo, …; 
− Diversos resultados acerca de rectas e triângulos. 
                                                 
47 Cunha, J.A. da, Factos contra calumnias, in Actas do Colóquio Internacional (1990) pp. 382 
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Livro II: Geometria Plana Básica: círculos e ângulos (em 6 páginas) 
− Definem-se elementos de geometria do círculo: corda, ângulo inscrito, lado 
tangente; 
− Resultados acerca das propriedades do círculo. 
Livro III: Aritmética Elementar: teoria das proporções (em 8 páginas) 
− Definem-se elementos de aritmética: múltiplo e submúltiplo (múltiplice e 
submúltiplice), consequente e antecedente, antecedente e consequente 
proporcionais; 
− Propriedades das grandezas (proporcionais, antecedentes, consequentes). 
Livro IV: Aritmética Elementar (em 32 páginas) 
− Definem-se elementos de aritmética: (unidade, números inteiros, número 
quebrado (fracção), numero irracional (ou surdo), razão de antecedente 
para consequente, divisão, recíproco ou inverso de um número, 
multiplicação, razão composta de várias razões, quadrado, raiz quadrada, 
cubo, raiz cúbica, …); 
− Proposições acerca de operações entre números e suas propriedades: 
algoritmos da adição, subtracção e multiplicação de raízes, adição e 
simplificação de fracções. 
Livro V: Geometria plana básica: polígonos e semelhança de triângulos (em 12 
páginas) 
− Definem-se elementos de geometria plana: altura de um triângulo e de um 
paralelogramo, semelhança entre dois polígonos (rectilineos); 
− Estudam-se as propriedades de semelhança de figuras e a construção de 
polígonos. 
Livro VI: Geometria no Espaço: sólidos geométricos (em 12 páginas) 
− Definem-se elementos de geometria no espaço: recta perpendicular a um 
plano, planos paralelos, poliedro, prisma (bases e altura), paralelepípedo, 
paralelepípedo rectângulo e cubo; 
− Resultados acerca de ângulos rectos e de rectas formando ângulos rectos 
no espaço, propriedades sobre prismas. 
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Livro VII: Geometria no plano: círculos e polígonos (em 16 páginas) 
− Definem-se polígono inscrito num círculo (círculo circunscrito ao polígono) e 
polígono circunscrito ao círculo; 
− Proposições acerca de polígonos inscritos e circunscritos. 
Livro VIII: Álgebra: números positivos e negativos (em 6 páginas) 
− Grandezas aditiva (positiva ou afirmativa), grandeza subtractiva (ou 
defectiva), grandezas contrárias; 
− Algoritmos da multiplicação e divisão de polinómios. 
Livro IX: Análise infinitesimal: propriedades das séries (em 15 páginas) 
− Define-se convergência de uma série, potências e raízes de números, 
logaritmos; 
− Estudo da série binomial, exponencial e logarítmica. 
Livro X: Álgebra: equações algébricas até ao quarto grau (em 24 páginas) 
− Definição de número primo, de raízes de um trinómio, quadrinómio e 
quinquinómio; 
− Estudo das raízes de um polinómio. 
Livro XI: Álgebra: Resolução de problemas envolvendo manipulação de 
expressões algébricas (em 10 páginas) 
− Resolução de problemas do quotidiano e de problemas envolvendo 
proporcionais aritméticos, utilizando equações até ao quinto grau. 
Livro XII: Álgebra: Problemas envolvendo números inteiros positivos (análise 
diofantina) (em 15 páginas) 
− Exemplo: 
“Achar um número inteiro positivo x, que faça 
19
228 −z  também inteiro positivo.” 
Livro XIII: Geometria analítica: construção de equações e solução de problemas 
geométricos (em 12 páginas) 
− Resolução de problemas de geometria plana recorrendo a expressões 
analíticas. 
             | CAPÍTULO 2 
 
 
56 
Livro XIV: Geometria analítica: Secções cónicas, problemas geométricos 
indeterminados (em 23 páginas) 
− Define-se sistema de coordenadas e seus elementos, pirâmide, pirâmide 
cónica (cone), elipse, hipérbole, diâmetro, eixo e vértice principal, centro do 
diâmetro, diâmetros conjugados e centro da curva; 
− Resultados acerca de secções cónicas e da determinação de lugares 
geométricos indeterminados. 
 Livro XV: Cálculo diferencial (em 12 páginas) 
− Define-se variável, constante, variável infinita e infinitésima, função; 
− Resultados de cálculo diferencial. 
Livro XVI: Trigonometria plana e esférica (em 33 páginas) 
− Define-se seno, tangente, secante, grau, minutos, segundos, terceiros, 
complemento e suplemento de um ângulo; 
− Abordagem de diversos problemas recorrendo ao desenvolvimento em série 
das funções trigonométricas e suas inversas. 
Livro XVII: Geometria diferencial das curvas (em 12 páginas) 
− Aplicação do cálculo diferencial ao estudo das curvas. 
Livro XVIII: Análise: Integração (em 14 páginas) 
− Regras de cálculo de primitivas, primitivação de funções racionais. 
Livro XIX: Análise: Equações diferenciais (em 6 páginas)  
− Resolução de equações diferenciais. 
Livro XX: Equações de diferenças finitas, séries recorrentes (em 14 páginas) 
− Define-se diferença de x (Dx); 
− Primitivas utilizando diferenças, equações diferenciais e resultados acerca 
de séries recorrentes. 
Livro XXI: Problemas globais (em 20 páginas). 
A obra termina com uma errata que ocupa 13 páginas, seguidas de 
estampas que acompanham algumas das definições e resultados utilizados e 
obtidos no decorrer desta. 
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b) Objectivo da obra 
Um dos aspectos que, desde logo, se destaca, quando desfolhamos 
Principios Mathematicos, é que esta obra não contém introdução ou qualquer tipo 
de prefácio ou posfácio. Não existem dados suficientes que justifiquem esta 
ausência mas podemos conjecturar que, de facto, o autor não terá vivido tempo 
suficiente para o fazer. Esta circunstância coloca alguns obstáculos a quem 
anseie compreender a sua obra, nomeadamente no que concerne aos objectivos 
pessoais que o autor pretenderia atingir com a sua realização. A única referência, 
a este respeito, de que há conhecimento é a que consta do seu processo de 
inquisição, na qual Anastácio da Cunha se refere a uma obra que é a base de 
toda a matemática, embora não a evoque propriamente: 
“poder ser útil ao público e ao Estado, dando à luz uma obra que é a base de toda a 
Matemática, em que trabalha há doze anos com a mais assídua e incansável aplicação, e que já 
tinha completa ao tempo da sua prisão e só lhe faltava pôr limpo (…).” 48 
No frontispício49 podemos verificar uma dedicatória: para instrucção dos 
allumnos do Collegio de São Lucas da Real Casa Pia do Castello de São Jorge, 
que é de todo verosímil se relembrarmos que foi nesta instituição que Anastácio da 
Cunha se encontrava, então, a leccionar. No entanto, a profundidade com que 
aborda os assuntos parece ultrapassar as necessidades dos alunos desta escola. 
Embora os seis primeiros livros se encontrem ao nível básico – médio de 
conhecimentos, já outras partes da obra abordam temas de elevada profundidade, 
a um nível superior. Seria este um livro que pudesse, de facto, ser utilizado no 
ensino médio ou seria mais apropriado ao ensino superior? Sobre este assunto 
podemos ver a opinião partilhada pelos seus discípulos: 
“He de advertir que o compendio de que se trata, foi composto para huma escola de moços 
pobres, sustentados pelo governo, e destinados, huns ao estudo das sciencias exactas, outros ás 
artes e officios, conforme a capacidade de cada hum. Suppunha por tanto o A. tres professores, o 
primeiro d’ Arithmetica, Geometria, e Trigonometria practicas; o segundo dos primeiros Livros do seu 
Compendio; e o terceiro do resto. E queria elle que nestas tres aulas se experimentassem, e 
                                                 
48 Cit in Ferro, J. P. (1987) 
49 Ver Anexo B 
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joeirassem os discípulos; os melhores devião frequentar a terceira aula, e passar avante; os 
immediatos limitavaõ-se ás primeiras, e seguiaõ outros rumos.” 50 
Sob a autoridade destas afirmações de João Manuel d’Abreu, podemos 
deduzir que uma das intenções de Anastácio da Cunha ao elaborar uma obra tão 
abrangente seria que esta pudesse acompanhar os alunos em diferentes etapas 
do seu percurso escolar. Desta forma, os primeiros livros dariam um entendimento 
básico dos assuntos da matemática que deveriam ser continuados com os livros 
seguintes caso o aluno demonstrasse competência para tal. O seu discípulo 
afirma, ainda: 
“Infelizmente hum plano tambem ideado não se poude experimentar [Anastácio adoece e 
morre] completamente, apenas hum principiante, pouco mais adiantado [o próprioJoão d’Abreu] 
que os discipulos, e que nem sabia Euclides, nem tinha demasiada paixão pelas Mathematicas, 
poude repetir dez ou onze Livros, depois do A. haver explicado os dous primeiros. (…) Donde se 
colhe com a facilidade com que o dito compendio pode ser explicado com proveito, até por hum 
principiante.” 51 
Este comentário surge no seguimento da opinião dada por Playfair, então 
redactor do Edinburgo Review, que defende que Principios Mathematicos não 
poderia ser um livro de texto utilizável por qualquer professor em qualquer grau de 
ensino: 
“the work is evidently intended to serve as a text, which an intelligent and skilful master may 
read with his pupil, following the order and method of his author; but furnishing many illustrations, 
and supplying many steps of the reasoning from his own ingenuity. (…) The truth accordingly is, that 
a very intelligent tutor, more intelligent certainly than is always to be met with, would be required to 
read over the whole of this volume with scholars. ” 52  
No encalço desta ideia analisámos algumas obras e livros de texto 
utilizados na época53 e, numa primeira análise comparativa, parece-nos um livro 
um pouco mais complexo, quer ao nível da escolha e da organização dos temas 
quer ao nível dos métodos de exposição utilizados, nomeadamente ao omitir 
diversos passos nas demonstrações. O autor nitidamente pretende abordar temas 
usuais, da época, mas de uma forma distinta. Seguindo o método rigoroso da 
                                                 
50Abreu, J. M. de, Notas, Cit in Actas do Colóquio Internacional (1990) pp. 450 
51 Ibidem 
52 «Príncipes Mathématiques» de feu Joseph-Anastase da Cunha. Traduits du Portugais par J. M. d’Abreu. J. 
Playfair, in Actas do Colóquio Internacional (1990) pp. 415 - 416 
53 Tema a abordar de forma mais profunda no capítulo 3, que se segue. 
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lógica constrói em torno desses temas, e um pouco à imagem do método 
axiomático de Euclides, as suas próprias definições, estudando-as e 
desenvolvendo-as para atingir diversos resultados (proposições, teoremas, 
corolários). Entrar no espírito do autor não é, ainda hoje, tarefa fácil. Em estilo 
conciso e muito original, distancia-se a largos passos das abordagens similares 
feitas na época, sobre os mesmos assuntos. Sabemos que Anastácio da Cunha 
sugeria que o seu livro fosse dado aos alunos, com supervisão de um mestre, mas 
mesmo assim parece-nos que tal seria de difícil consecução, principalmente por 
não existirem muitos docentes disponíveis no país. Mais do que um manual para o 
estudo da matemática, vemos nesta obra, o fruto de uma longa reflexão do autor, 
um tratado matemático bem estruturado ao nível dos conteúdos, com uma 
sequência que nos permite compreender diversos campos da matemática.  
Ainda sobre a profundidade dos assuntos que aborda, somos levados a 
conjecturar que talvez Anastácio da Cunha ansiasse voltar a leccionar no ensino 
superior e que esta fosse uma motivação para proceder ao desenvolvimento de 
um manual de apoio às suas aulas que, como sabemos, era exigido pelos 
Estatutos a qualquer docente. 
Mas mereciam Princípios Mathematicos tão fraca aceitação? A resposta 
depende da opinião pessoal de cada um de nós, contudo foi decerto uma obra 
incompreendida pelos mestres da época e pelos que se seguiram. Na realidade, o 
livro não se revelou um grande sucesso na comunidade matemática e, 
principalmente, no seio da população escolar nos anos que se seguiram à sua 
publicação. As razões que justificam esta recepção medíocre podem ser diversas. 
Além das que já enunciámos acresce o facto de os livros franceses, e respectivas 
traduções, tinham já uma grande tradição no nosso país sendo tarefa complicada 
fazer-lhes frente. Mas se o autor pretendia marcar diferença sem dúvida que 
conseguiu, mas foi precisamente essa diferença que conduziu à rejeição da sua 
obra. 
 
c) Fontes 
Não existem referências explícitas a fontes utilizadas durante toda a obra, 
nas quais Anastácio da Cunha revele ter fundamentado as suas opiniões. 
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Contudo, é inegável a influência que certos autores tiveram na sua consecução. 
Como já tivemos oportunidade de referir, as influências modernas, que se faziam 
sentir por toda a Europa, deixaram a sua marca nas suas produções matemáticas 
e literárias do nosso autor, mas outras se fizeram sentir, também. Em Principios 
Mathematicos podemos encontrar múltiplos sinais, que percorrem diversas 
épocas, desde a Antiguidade à Modernidade. Estas influências revelam-se tanto 
ao nível da forma como dos conteúdos.  
No que concerne à forma, parece haver uma estrutura tendencialmente 
euclidiana, marcadamente sintética, no tratamento dos diversos temas (definição- 
axioma- proposição- demonstração) assim como uma preocupação formal bem ao 
jeito de d’Alembert54.  
 Quanto ao nível das abordagens, e porque estas são distintas de capítulo 
(livro) para capítulo (livro), faz sentido que sejam analisadas separadamente. 
 
Livros I a VII 
Os temas abordados não diferem significativamente dos tratados por 
Euclides, a inovação reside na redefinição dos termos que, consequentemente, 
utiliza no tratamento de problemas, ou seja, seguindo as suas próprias definições. 
É possível estabelecer um paralelismo entre o conteúdo dos livros dos Elementos 
de Euclides e o de Princípios Mathematicos da seguinte forma: 
 
                                                 
54 De notar que os elogios de Anastácio da Cunha a d’Alembert são explícitos nas suas obras. Esta 
preocupação formal que perseguiu diversos analistas, em finais do século XVIII até ao XIX, situava-se ao 
nível do rigor das definições que constituíam as noções fundamentais da análise, a então denominada por 
Metafísica do Cálculo.  
Conteúdos Principios Mathematicos Elementos 
Geometria Plana Básica: Triângulo Livro I Livro I 
Geometria Plana Básica: Círculos e 
ângulos 
Livro II Livro III 
Teoria da razão e proporção Livro III Livro V 
Semelhança de figuras e proporções 
geométricas 
Livro V Livro VI 
Geometria básica dos sólidos Livro VI Livro XI 
Geometria do círculo Livro VII Livros III e IV 
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Algumas definições que Anastácio apresenta parecem sofrer alguma 
influência da Mecânica, nomeadamente da de Newton quando aborda entes 
geométricos como corpos. 
“Definição I, Livro I 
O Corpo, cujo comprimento he tal, que de se não attender a elle não resulta erro notavel, 
chama-se Ponto.” 
Livro VIII 
Este parece ser um livro introdutório aos livros que se seguem. Nele 
podemos notar, como aponta Tiago de Oliveira (1995), um tratamento dos 
números negativos e as suas operações como Viéte e Bombelli deram a conhecer 
no século XVI.  
Livro IX 
Sem dúvida o livro mais analisado de toda a obra, considerado com um dos 
mais importantes, e onde a influência de outros autores menos se faz sentir. De 
facto, parece-nos ser uma abordagem única, nomeadamente no desenvolvimento 
do conceito de convergência, o qual é considerado, por diversos autores, uma 
antecipação da definição de série convergente dada por Augustin- Louis Cauchy, 
em pleno século XIX. 
“Definição I, Livro VIIII 
Série convergente chamam os Mathematicos àquella, cujos termos são semelhantemente 
determinados, cada hum pelo numero dos termos precedente, de sorte que sempre a série 
se possa continuar, e finalmente venha a ser indifferente o continua-la ou naõ, por se poder 
desprezar sem erro notável a somma de quantos termos se quizesse ajuntar aos já escritos 
ou indicados: e estes ultimos indicam-se escrevendo &c. depois dos primeiros dois, ou três, 
ou quantos se quizer: he porém necessario que os termos escritos mostrem como se 
poderia continuar a série, ou que isto se saiba por outra via.” 
Livros X - XII 
Consistem numa abordagem da Aritmética que segue, de certa forma, a 
linha de Diofante. Newton poderá ter constituído uma influência, nomeadamente 
no que concerne ao cálculo dos limites e às derivadas (definidas de forma 
algébrica). Mas o uso de equações e os problemas deixam revelar alguma 
originalidade do autor. 
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Livros XIII e XIV 
La Géométrie de Descartes parece ter exercido alguma influência aquando 
da abordagem da construção de equações na procura de solução de problemas 
geométricos assim como no estudo dos problemas geométricos indeterminados. 
Já no que diz respeito ao tratamento das secções cónicas, entendemos que 
Descartes apenas poderá ter influenciado, indirectamente, com os seus métodos 
de Geometria Analítica, uma vez que a abordagem de Anastácio da Cunha é muito 
próxima da realizada por Euler.  
Livro XV 
Tal como o livro IX, este tem sido um dos mais analisados. Num estilo 
conciso, em apenas 12 páginas, os elementos do cálculo diferencial e integral são 
tratados de uma forma abrangente. A noção de infinitésimo utilizada parece conter 
influências de d’Alembert, e a linguagem que emprega, a dos fluxões, é de 
Newton. Contudo, ao introduzir a diferencial dx e os termos infinitamente pequeno 
deixa transparecer algumas influências de Leibniz, pelo que concluímos que 
embora a linguagem seja de Newton, a notação é leibniziana. Este facto não é 
totalmente injustificável, repare-se que a teoria do Cálculo não estava totalmente 
bem fundamentada nesta época. A luta pela primazia desta invenção, disputada 
entre Leibniz e Newton, dividia a comunidade científica provocando diversas 
ambiguidades. Além disso, a Universidade de Coimbra adoptaria o livro de Bézout, 
cuja abordagem recorre ao Cálculo de Leibniz, enquanto Anastácio da Cunha 
parecia ser mais admirador de Newton. 
Outra das influências incontestáveis desta época, por toda a Europa, surge 
de Euler e embora Anastácio da Cunha por diversas vezes não tivesse 
demonstrado simpatia pelo seu trabalho, não escapou à sua genialidade. Um 
exemplo é a definição de variável. 
“Definição I, Livro XV 
Se huma expressão admitir mais de hum valor, quando outra expressão admitte hum só, 
chamarse-há esta constante, e aquella, variavel.” 
O PERCURSO DE JOSÉ ANASTÁCIO DA CUNHA | 
  
 
  63
Em Introductio in analisin infinitorum55 Euler define variável da seguinte 
forma: 
“A variable quantity is a magnitude considered in general, and for this reason, it contains all 
determined quantities.”56 
Embora existam diferenças substanciais entre as duas definições57, 
nomeadamente nos conceitos que utilizam pois para Anastácio da Cunha variável 
é uma expressão enquanto que para Euler é uma quantidade, a definição de Euler 
é a que mais se aproxima, de entre as abordagens feitas no século XVIII, da 
definição construída pelo nosso autor.  
Livro XVI 
O livro que trata de Trigonometria corresponde, segundo Tiago de Oliveira58 
aos conteúdos exigidos pelos Estatutos Pombalinos da Universidade de Coimbra, 
ou seja, uma abordagem da trigonometria da cultura islâmica (Al-Battani) e persa 
(Nasir al-din). Contudo, são introduzidas séries para definir funções circulares 
directas o que é uma inovação em relação à trigonometria exigida nos Estatutos. 
Livros XVII - XXI 
Nestes últimos livros apenas se desenvolvem e aplicam as teorias 
abordadas ao longo de toda a obra, pelo que não existem influências significativas 
a serem exploradas., com excepção de Lagrange no livro VIII. 
Note-se que as influências de outros autores em Princípios Mathematicos 
não se esgotaram aqui. Uma vez que pretendemos abordar essencialmente o 
tema das secções cónicas, apenas as analisámos de forma superficial e 
evidenciámos as que mais se destacavam em cada um dos capítulos.  
d) Método de exposição 
Existem diversos motivos que nos conduzem a concluir que Anastácio da 
Cunha utilizou, substancialmente, o método sintético na sua obra. Entres eles, 
afirmações feitas durante as suas obras onde revela de forma explícita a sua 
predilecção, como vimos anteriormente. Contudo esta conclusão não pode ser feita 
                                                 
55 Da qual utilizámos a versão inglesa de 1988, Introduction to Analysis of the infinite.  
56 Euler, L. (1990) p. 3 
57 J. Caramalho Domingues desenvolve este assunto em Domingues (2004) pp. 22-23 
58 Oliveira, J. T. (1995) 
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de uma forma tão linear. A comprovar estão as extensas reflexões dos seus 
discípulos Anastácio Joaquim Roiz e João Manuel de Abreu, em resposta aos 
comentários de Playfair59. Estas reflexões deixam clara a preferência pelo método 
sintético, não obstante o método analítico também deve ser utilizado, completando-
se mutuamente: 
“Os principios da Mathematica devem estabelecer-se por meio de demonstraçoens 
syntheticas, e as verdades desconhecidas investigarem-se por meio de analysis. Esta 
consequencia, que me parece a única legitima, he a que tirou meu mestre daquelle principio; e 
sobre ella estabelleceu o systema dos seus Principios mathematicos” 
“O seu Author [Anastácio da Cunha] seguindo a synthesis para provar os principios, e 
recommendando analysis, estabeleceu o methodo verdadeiramente geométrico mais preciozo para 
demonstrar verdades novas.”60 
Ainda em defesa desta ideia, J.M de Abreu afirma: 
“Se Newton, por exemplo, estudasse mais analyses de Descartes, e menos syntheses de 
Euclides, d’Archimede, e d’Apolonio, teria sido maior Newton do que foi?”61 
Quando analisamos Principios Mathematicos não conseguimos visualizar 
um método uniforme que oriente toda a obra. Nos sete primeiros livros é nítida, 
sem dúvida, a predilecção pelo método sintético, não fossem estes os temas 
abordados ao jeito de Euclides. Por exemplo: 
“Proposição XIII, Livro I: 
No triângulo opõe-se ao maior lado o maior ângulo e ao maior ângulo o maior lado.” 
 
 
                                                 
59 Embora tenhamos que as analisar com sentido crítico, dada a óbvia parcialidade a que estavam sujeitos os 
seus dois seguidores. 
60Roiz, A. J., Reflexoens en defeza dos Principios Mathematicos , in Actas do Colóquio Internacional (1990) 
pp. 425-448 
61 d’Abreu, J. M.,Notas sobre vários lugares da censura aos Principios Mathematicos , in Actas do Colóquio 
Internacional (1990) p p. 449-475 
fig. 2.2 
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Demonstração: 
 “No triângulo ABC seja AB AC> . Corte-se AD AC=  e tire-se CD. Então 
CDADCA ˆˆ =  e logo o CDABCA ˆˆ > . Logo temos que CDABCA ˆˆ > . 
No triângulo EFG seja o FGEGFE ˆˆ > . Se o lado EG fosse menor do que o lado EF, 
seria GFEFGE ˆˆ > , contra a suposição. Se fosse EG EF= , seria FGEGFE ˆˆ = , 
também contra a suposição. Logo temos EFEG > .”                                                        
Embora Anastácio da Cunha demonstre nitidamente a sua preferência pelo 
método sintético de demonstração, como já tivemos oportunidade de referir, ele 
não é alheio à necessidade de utilizar a análise para investigar propriedades, 
combinando ambos os métodos quando acha necessário. No livro VII podemos 
encontrar diversos exemplos desta dualidade: 
“Proposição I, Livro VII: 
Cortar em duas partes iguaes hum arco de circulo62 dado.” 
 
Demonstração 
“Seja ABC o arco dado 
Investigaçaõ 
Suponha-se cortado em duas partes iguaes em B . Tirem-se as cordas AB  e BC ; será 
a corda BCAB =  [2. 8. cor.]: tire-se AC : será o ângulo BCABAC =  [1.4]: corte-se 
AC  em duas partes iguais em D , e tire-se BD : será o angulo BDCADB =  [1.3] e 
logo BD  perpendicular a AC  [I. 6. cor.]. 
Composiçaõ 
Tire-se AC : corte-se em duas partes iguais com a perpendicular BD : Será o 
arco BFCAEB = . Tirem-se as cordas AB , BC . Nos triângulos ABD , BCD  he o 
lado DCAD = [contr], o lado BD commum, e o angulo BDCADB = [contr] logo 
também o lado BCAB =  [I. 3.] e logo o arco BFCAEB = [2.8 cor]”                              
                                                 
62 Note-se que círculo na época refere-se à linha que hoje denominamos por circunferência. 
fig. 2.3 
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Podemos, assim, ver que Anastácio da Cunha se encontrava muito 
consciente da utilização dos dois métodos, de tal forma que pretendia dar a 
entender, também, ao leitor a diferença existente entre as suas géneses. A 
investigação (analyse) que parte do que se pretende demonstrar e a composição 
(síntese) que constrói o pretendido, com base em propriedades predeterminadas. 
À parte destes dois métodos de demonstração, podemos, também, 
encontrar a utilização de ferramentas de geometria analítica, ainda que nem 
sempre utilizadas em analise, como o exemplo que se segue em que o uso do 
cálculo das proporções denuncia o raciocínio sintético. 
“Problema IV, Livro XIII: 
Em hum triângulo dado ABC inscrever hum quadrado, de sorte que as bases estejam 
na mesma recta.” 
 
 
 
 
 
Demonstração: 
“Seja aAB = , bBC =  , cCA =  e DEFG o quadrado e x o seu lado. 
Será ADxab :::: e logo 
b
axAD =  e   2
2
2 x
b
axaBE −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −= . 
Semelhantemente, se achará 2
2
2 x
b
cxcCF −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −= . 
 E logo 2
2
2
2
x
b
cxcx
b
axaxb −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=− . 
Esta equação dará o valor de x; mas o cálculo é longo: eis aqui outra investigação 
mais expedita. 
Tire-se AH perpendicular a BC, e seja d o seu valor. Será AIdxb :::: e logo 
b
dxAI = ; e 
x
b
dxIAId +=Η+= , que dá 
db
bdx += . 
Construção: 
 Tome-se bHL = , dLM =  e tire-se LI paralela a AM; será 
db
bdHI += ”                                                  
fig. 2.4 
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Parece-nos que, de um modo geral, o autor deu mais relevância ao método 
sintético, na medida em que não são muitas as situações em que revela o método 
heurístico utilizado, demonstrando por diversas vezes os resultados sem revelar 
como estes poderão ter sido obtidos. De facto, é possível presenciar o uso 
sistemático das proporções, característica do raciocínio sintético. Este não deixa 
de ser um aspecto deveras interessante na medida em que Anastácio da Cunha 
resistiu à tendência da época, em abordar a matemática de uma forma 
marcadamente analítica63.  
Uma outra característica que podemos observar na análise da obra é que 
esta apresenta uma estrutura similar à utilizada por Euclides em Elementos: uma 
construção axiomática que parte das definições dos termos elementares de uma 
teoria, avançando para os axiomas e para a dedução de proposições. De facto, é 
uma obra em que a lógica é quase inabalável e que, inclusivamente, Gomes 
Teixeira e Playfair consideram perfeita. No entanto existe um axioma que nos 
coloca algumas reservas. Será a excepção a confirmar a regra? 
“Axioma, Livro VIII: 
A experiência tem provado que estas praxes são seguras.” 
Este axioma, cujas praxes se referem ao algoritmo da multiplicação e da 
divisão de expressões algébricas, apela à experiência como meio de comprovar 
um resultado, o que, na nossa opinião, coloca em questão a estrutura lógica 
irrepreensível de que falámos. No entanto, temos que saber analisá-lo no seu 
contexto, nomeadamente na obscuridade que se vivia nos meandros da análise, 
onde a experimentação e a certeza se encruzilhavam e onde o esforço de uma 
fundamentação rigorosa das bases da matemática dava ainda os primeiros 
passos64. A preocupação de Anastácio da Cunha com o rigor no tratamento de 
assuntos quer do foro matemático quer do campo da física é incontestável. Tanto 
no Ensaio sobre os Princípios de Mechanica como na Carta Físico-Mathematica 
sobre a theoria da pólvora, revela essa sua preocupação. 
                                                 
63 Basta olharmos para a quantidade de “Tratados analíticos sobre (…)” existentes na época. 
64  Esta crise dos fundamentos da matemática iria arrastar-se até finais do século XIX, sendo ultrapassada por 
A. L. Cauchy e Weierstrass  com a aritmetização da análise. 
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“He incrível a cautela, de que se precisa absolutamente na lição dos Livros de Phisica. 
Nunca se poderá assas recommendar, a quem se quer instruir, que se conserve continuamente 
prompto para rejeitar tudo aquillo, que involver a minima escuridade; que esteja sempre á lerta 
contra os capciosos termos de Evidência, Demonstração, provarei, &c.” 65  
Várias opiniões apontam para o facto de Princípios Mathematicos abordar 
uma vasta panóplia de temas matemáticos de uma forma bastante concisa. Este 
espírito de síntese foi, ao longo do tempo, sendo comentado e criticado. A 
ambição de apresentar diversos assuntos numa só obra poderá torná-la 
incompleta, na medida em pode comprometer a profundidade com que os aborda. 
Anastácio Joaquim Roiz, seu discípulo, argumenta que não só este tipo de 
afirmações não fazem sentido como esta obra se torna valiosa por não ceder à 
tentação de desenvolver demasiado certos temas sem deixar espaço para o leitor 
criar matemática:  
“(…) será melhor e mais elementar aquelle compendio, que, do menor numero de 
propoziçoens, sabiamente escolhidas e enlaçadas, pozer o discipulo em estado de extrahir dellas 
todas as verdades mathematicas possíveis, so por si, e sem socorro de outro livro nem mestre.” 66 
Mas conforme o seu systema, ou plano filosofico, e novo de compendio, naõ lhe bastava 
estabelecer incontestavelmente os Princípios da sciencia; era tambem indispensavel ensinar o 
discipulo a deduzir delles as verdades Mathematicas possiveis. Isto he o que elle preencheu 
particularmente, e quanto o estado dos conhecimentos humanos o permittia, no seu livro 7, e no 
21, ensinando a deduzir dos Princípios demonstrados, novas verdades, e ate propoziçoens ja 
estabelecidas.”67 
Sem dúvida que é um argumento válido. Contudo Anastácio da Cunha 
omite certas demonstrações, ou certos passos destas, necessários, por vezes, à 
boa compreensão do que pretende transmitir. É no entanto inegável que se um 
aprendiz fosse suficientemente capaz de acompanhar este “tratado metodológico” 
ser-lhe-ia facultado um entendimento matemático bem estruturado, logicamente 
irrepreensível e vasto em conteúdos, próprio para a preparação de uma 
investigação matemática de nível superior. 
                                                 
65 Cunha, J. A. da, Carta Fisico-Mathematica, in Actas do Colóquio Internacional (1990) p. 331 
66 Roiz, A. J., Reflexoens en defeza dos Principios Mathematicos , in Actas do Colóquio Internacional (1990) 
pp. 426 
67 Ibidem 
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3. As secções cónicas: abordagens do século XVIII 
 
Surgindo como forma de resolução de alguns problemas geométricos, 
subsistindo como tema autónomo, despoletando novas descobertas e novos 
métodos, modelando o sistema planetário ou, simplesmente, retratando a sombra 
do sol, as secções cónicas têm acompanhado o desenvolvimento da Matemática, e 
da Ciência em geral, desde a Antiguidade. Orgulhosamente tratadas pelos nomes 
mais sonantes de toda a história da matemática as secções cónicas foram 
acolhidas em estudos de Euclides, Apolónio, Arquimedes, Papo, Descartes, Fermat 
ou Euler.  
Não só pela importância destes nomes, e de outros tantos, mas também pela 
relevância que Anastácio da Cunha deu ao tema e por este constituir um elo de 
ligação entre as suas obras, tornou-se clara, desde o início da nossa investigação, 
a urgência de analisarmos na obra de Anastácio da Cunha o tratamento das 
secções cónicas. Acresce a estas considerações a utilização sistemática destas 
curvas por parte de diversos autores, em diferentes contextos, e da importância 
que têm representado no desenvolvimento da matemática, nomeadamente na 
criação da geometria analítica.  
Com o objectivo de enriquecer a nossa análise, pretendemos dar-lhe a forma 
de um estudo comparativo, não só entre as obras de Anastácio da Cunha mas, 
também, entre outros autores do mesmo período. Procuramos, assim, produzir 
elementos de análise que nos permitam aprofundar e sistematizar o conhecimento 
da obra do nosso autor, numa perspectiva de enquadramento na sua época. Entre 
os diversos aspectos que podemos comparar, e esses são fulcrais para as 
conclusões que possamos extrair, torna-se imprescindível analisar os conteúdos 
seleccionados, as abordagens e metodologias utilizadas, as influências externas de 
outros autores, de entre muitos outros aspectos. Tendo em conta a diversidade de 
conteúdos que cada autor inclui na sua obra, mesmo que limitando-nos ao tema 
das secções cónicas, achamos importante estabelecer um objectivo de análise 
dentro do tema, que será, particularmente, a forma como foi abordada a definição 
de secção cónica nas diferentes obras. A escolha dos autores em que nos iremos 
centrar, Euler, Bézout e Muller foi-se tornando clara, por diversas razões, no 
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decorrer da investigação. Primeiro, por serem os autores de obras que constam no 
inventário da biblioteca pessoal de Anastácio da Cunha1. Além disso, Euler, 
escolha que decerto o nosso autor não aprovaria2, foi sem dúvida uma influência 
de incontornável importância da época e das que se seguiram e, de forma 
inevitável, também de Anastácio da Cunha. Bézout foi, também, um matemático de 
relevo nos séculos XVIII e XIX, nomeadamente no que concerne à consecução de 
livros de texto de apoio às aulas de matemática. A Universidade de Coimbra, foi 
uma das muitas instituições que nesse período adoptou as suas obras. Para além 
do mais, à semelhança de Anastácio da Cunha, Bézout conviveu com o ambiente 
militar. Por último, o não tão conhecido e também militar, John Muller foi um autor 
que teve que ser, necessariamente, analisado na medida em que parte do Ensaio 
sobre as Minas ser uma tradução da sua obra. 
Antes de prosseguirmos com esta análise é de toda a relevância apresentar 
um pequeno desenvolvimento teórico sobre as secções cónicas e a sua 
importância na criação da geometria analítica, e da consequente formalização da 
matemática. Um estudo mais aprofundado sobre os principais marcos históricos 
das secções cónicas é apresentado em Apêndice B. 
 
                                                 
1 Inventariado no processo de inquisição. 
2 Dado que não simpatizava, particularmente, com ele. 
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3.1. As secções cónicas e a invenção da geometria analítica 
“A Álgebra antes de Descartes somente se empregava como um meio subsidiário para 
facilitar a combinação de teoremas de Geometria na resolução das questões determinadas.” 
(Lacroix)3 
 
A atribuição de um autor à descoberta da geometria analítica não tem sido 
consensual. De facto, existem evidências de que na Antiga Grécia se utilizava 
aquilo a que hoje denominamos sistema de coordenadas. Porém, este sistema era 
apenas aplicado após a resolução dos problemas, considerando a tangente e o 
diâmetro conjugado como eixos. A descrição de uma curva recorrendo a uma 
expressão algébrica é outras das características da geometria analítica a que os 
gregos não eram totalmente alheios pois já relacionavam certas propriedades das 
secções cónicas com uma expressão, a symptome, que as caracteriza. Porém, a 
forma como hoje entendemos a geometria analítica afasta-se em larga medida dos 
desenvolvimentos feitos na Antiguidade e, embora estes pudessem conter 
elementos que hoje se utilizam neste ramo da matemática, dificilmente podemos 
atribuir a primazia desta invenção aos matemáticos clássicos, uma vez que não 
dotavam os seus métodos de uma das principais propriedades que a caracteriza - 
a generalização. De facto, os gregos apenas utilizaram a symptome para obter 
propriedades das curvas específicas a cada problema e não aplicada a outras 
propriedades mais gerais. Sem dúvida que uma das vantagens inerentes à 
natureza desta propriedade reside, essencialmente, na capacidade de 
transferirmos um problema geométrico para um algébrico e vice-versa. Ora, o 
simbolismo inerente à matemática da Antiguidade seria insuficiente para satisfazer 
este propósito, pelo que a grande maioria dos autores atribui a criação e 
fundamentação da geometria analítica aos matemáticos franceses do século XVII 
René Descartes (1596–1650) e Pierre de Fermat (1601-1665).  
Descartes, grande filósofo e matemático ao resolver um problema clássico4, 
ad tres aut plures lineas (lugar geométrico de três e quatro rectas), sem grande 
dificuldade, ter-se-á apercebido da importância do método que utilizou e decidiu 
                                                 
3  Lacroix, S. F. (1812) p.vi 
4 Que erroneamente considerou por resolver. 
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expô-lo em La Géométrie, terceiro apêndice do conhecido Discours de la méthode. 
Um dos grandes progressos alcançados relativamente à tradição grega, foi o de ter 
interpretado 2x ou 3x  como segmentos e não como uma área ou um volume. Para 
Descartes 2x  representa o quarto termo da proporção 21: :x x x= , o qual pode ser 
representado por um segmento5, quando se conhece x. 
 Descartes resolve o problema do lugar geométrico das rectas (para m n+  
superiores a 4) obtendo lugares de grau superior a dois 6.  
“Encontrar o lugar de P sabendo que 1 1, ..., , , ...,m m m np p p p+ +   são os comprimentos de 
m n+  segmentos de recta traçados partindo de um ponto P a m n+  rectas dadas, formando 
ângulos dados com essas rectas e verificando-se, para k constante 
1 2 1 2... ...m m m m np p p k p p p+ + += .” 
Este problema clássico consiste na determinação de linhas curvas de forma 
a que as distâncias de cada um dos seus pontos a algumas rectas fixas 
mantenham relações constantes e cujo ângulo entre as rectas seja também 
constante. 
Embora Papo tivesse já a intenção de generalizar o problema para um grau 
indeterminado de rectas fixas, Descartes concluiu que o problema podia ser 
sempre simplificado considerando apenas duas rectas fixas graduadas, 
independentemente do número de rectas fixas de que se partir. Essa divisão das 
réguas em unidades foi um dos princípios da geometria cartesiana, ou seja, um 
sistema de coordenadas cartesianas no plano, que permite a representação de 
qualquer curva.  
Estavam construídos os alicerces da geometria analítica mas um longo 
caminho haveria a percorrer até que esta se formalizasse. Em La Géométrie ainda 
não se encontra explícita a utilização de eixos coordenados e de abcissas 
negativas, ou de conceitos como distância. Embora a preferência por coordenadas 
oblíquas dificulte um pouco a compreensão do método, a descoberta das equações 
indeterminadas a duas incógnitas é notável e a utilização das letras a, b, c para 
representar constantes e de x, y, z para representar variáveis perpetuaram até aos 
                                                 
5 Essa representação pode ser feita partindo de um segmento unitário, construindo o segmento de recta 
correspondente às variáveis ou produto de variáveis conhecidas. 
6 Eves, H. (1997) 
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nossos dias. Vários autores defendem que em La Geometrie existe apenas uma 
utilização de álgebra num assunto de geometria e vice-versa e que uma teoria 
fundamentada de geometria analítica é-lhe alheia. Um facto é que Descartes traduz 
numa equação algébrica um problema geométrico e ao simplificá-la resolve-o. 
Aparecendo como consequência da resposta ao problema de Papo, as 
cónicas são uma constante nesta obra de Descartes. Para o lugar de três e quatro 
rectas, no primeiro livro, Descartes obtém a seguinte solução: 
 “Encontrei deste modo que, quando não há mais do que três ou quatro linhas dadas, os 
pontos buscados se encontram todos não somente numa das três secções cónicas, mas por vezes 
na circunferência de um círculo ou numa linha recta.” 7 
Já no segundo livro, aquando do estudo da natureza das linhas curvas, as 
cónicas são vistas como equações do segundo grau:  
 “Não sendo esta equação superior ao rectângulo de duas quantidades indeterminadas, ou 
o quadrado de uma só, a linha curva é do primeiro e mais simples género8, no qual não há mais que 
o círculo, a parábola, a hipérbole e a elipse.” 9 
Posteriormente, procede à construção da hipérbole e obtenção da 
respectiva equação 2 cxy cy y ay ac
b
= − + − .  
 
 
 
 
 
 
 
Descartes em muito enriqueceu o estudo das secções cónicas, utilizando a 
geometria analítica, nomeadamente ao obter uma expressão geral para uma 
cónica, na qual estudou a variação dos seus coeficientes de forma a que esta 
representasse uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole. Ainda no âmbito do 
problema de três e quatro linhas, no segundo livro, através de sucessivas 
                                                 
7 Descartes, R. (2001) p. 19 
8 De notar que Descartes considera as curvas de 2º grau o 1º género e de 3º grau o 2º género. 
9 Ibidem, p. 31 
fig. 3.1
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transformações posiciona os eixos de simetria das cónicas como os eixos 
coordenados, obtendo a expressão geral de segundo grau 2 2pLC m ox x
m
= + − . 
Fazendo variar os diferentes coeficientes Descartes obtém as três secções 
cónicas, particularizando, ainda, para o caso do círculo. O que equivale às 
equações que hoje conhecemos para as secções cónicas. Por exemplo, Berger10 
define cónica C da seguinte forma: 
C
x
a
y
b
a b elipse
x
a
y
b
hipérbole
y px parábola
=
+ − ≥
− −
−
R
S
|||
T
|||
2
2
2
2
2
2
2
2
2
1
1
2
b g
 
Pierre Fermat, contemporâneo de Descartes, é outro dos matemáticos que 
disputa o título de inventor da geometria analítica. Na tentativa de restaurar a obra 
de Apolónio Lugares planos e tendo por base as alusões contidas em Colecção 
Matemática de Papo, terá descoberto o princípio que viria a fundamentar a 
geometria analítica: 
“Sempre que numa equação final se encontram duas quantidades incógnitas, temos um 
lugar, a extremidade de uma delas descrevendo uma linha, recta ou curva.” 11 
Fermat, para quem a matemática mais não era do que um passatempo, 
expôs a sua teoria num pequeno tratado Ad locos planos et solidos isagoge, 
publicado postumamente, no qual se podem encontrar não só a equação geral de 
uma recta, mas, também, a da circunferência, assim como uma discussão sobre a 
elipse, hipérbole e parábola. Fermat definiu analiticamente outras curvas num 
trabalho sobre tangentes e quadraturas. As curvas m nx y a= , n my ax= , nr aθ=  são 
ainda conhecidas como hipérboles, parábolas e espirais de Fermat.12 
Vimos, assim, que Descartes e Fermat descobriram resultados de forma 
independente, mas que de certa forma se complementaram. Descartes partiu de 
um lugar geométrico para obter uma equação e Fermat, reciprocamente, partiu de 
                                                 
10 Berger, M. (1978) p. 167 
11 Boyer, C. (1991) p. 238 
12 Eves, H. (1997) p. 389 
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uma equação para estudar o lugar correspondente, pelo que, conjuntamente, 
fundamentaram a geometria analítica.  
Embora não nos queiramos alongar demasiado sobre este assunto, é 
pertinente passar em revista alguns dos momentos mais interessantes da evolução 
da geometria analítica: 
− Isaac Newton (1642-1727) introduziu eixos negativos e fez um estudo 
analítico das curvas de terceiro grau. Motivado pelos seus estudos acerca da 
determinação da órbita de um cometa apresentou uma solução para encontrar uma 
parábola que passasse por quatro pontos dados, utilizando ferramentas exclusivas 
da geometria sintética. Resolve, também, o problema de Papo ao construir uma 
cónica dadas cinco condições e utiliza nos seus estudos as coordenadas polares. 
Além disso, inicia a distinção entre curvas algébricas e transcendentes. 
− Em 1655, John Wallis (1616-1703) elabora o primeiro tratamento algébrico 
das cónicas onde deriva as suas propriedades directamente das equações. 
Concluiu, também que as cónicas são as curvas não degeneradas do 2º grau13. 
− Leonard Euler (1707–1783) e Gabriel Cramer (1704-1752) dedicaram-se 
ao estudo das curvas, constituindo um auxílio precioso no desenvolvimento do 
cálculo diferencial. Euler, em 1760, faz uma análise intensiva da equação de 
segundo grau completa a duas variáveis.  
− J.J. Sylvester (1814-1897) aplica a diagonalização de formas quadráticas 
ao estudo da classificação de curvas e superfícies de segundo grau. Essa 
classificação permite o estudo das cónicas recorrendo ao cálculo de valores 
próprios.  
De facto, a geometria analítica não podia ter sido melhor recebida no seio do 
mundo matemático que ansiava por uma nova forma de tratar as curvas e de as 
poder generalizar. Estava criada uma ferramenta que permitia determinar as 
equações das curvas, estudar as suas propriedades e concluir outras, mediante as 
circunstâncias encontradas. Não foi nosso objectivo retratar, neste âmbito, a 
história e evolução da geometria analítica mas apenas comprovar a importância 
que as secções cónicas desempenharam na sua descoberta e, desta forma, 
contextualizar o estudo que se segue.   
                                                 
13 Bix, R. (1998) p.72 
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3.2. Introductio in Analysin Infinitorum (1748) de Leonhard Euler  
 
Aspectos gerais 
Introductio in Analysin Infinitorum14, foi escrito por Leonhard Euler (1707-
1783), um dos matemáticos mais prolíficos da história da matemática, em 1748. 
Considerada como uma das obras fundadoras da análise infinitesimal, tem como 
objecto de estudo essencial a função, formalmente analisada por processos 
algébricos. O autor introduziu múltiplas inovações de tal relevância que constituem, 
ainda hoje, base de estudo da matemática, aos mais diversos níveis. Contrariando 
a tendência da época em desenvolver “funções” tendo como ponto de partida o 
estudo das curvas15, Euler analisou-as de forma independente, como uma entidade 
que pode subsistir isolada desse contexto. A terminologia moderna que 
implementou é, ainda hoje, utilizada em diversos domínios, o que comprova a 
grandeza do seu espírito inovador. Enquanto que para Newton, Leibniz ou para a 
família Bernoulli uma variável representava uma quantidade numa perspectiva 
dinâmica (uma entidade geométrica como segmento, linha, ou área) no sentido de 
Euler não existe uma variação propriamente dita e a variável é encarada como uma 
quantidade. 
“A variable quantity is a magnitude considered in general, and for this reason, it contains all 
determined quantities”.16  
É a partir deste conceito que constrói a definição de função: 
“A function of a variable quantity is an analytic expression composed in any way whatsoever 
of the variable quantity and numbers or constant quantities.” 17  
A questão da simplificação algébrica de funções, a possibilidade de obter 
expressões equivalentes para uma mesma função, o desenvolvimento de funções 
por séries infinitas18, assim como a transformação de funções por substituição ou 
as fracções contínuas são temas desenvolvidos no primeiro volume desta obra. 
                                                 
14 A versão utilizada foi a tradução para inglês Introduction to Analysis of the Infinite, 1988 
15 De facto, Newton, Leibniz, L’Hôpital ou Agnesis, basearam os seus desenvolvimentos em Análise, 
seguindo esse procedimento. 
16 Euler (1990) p.3 
17 Euler (1988) p.3 
18 Que facultou a interligação da Análise com a Teoria dos Números. 
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Nesta consta também, o tratamento das funções transcendentes elementares 
(trigonométrica, logarítmica, exponencial). Uma aplicação interessante das funções 
trigonométricas é, ainda, a sua utilização nas transformações de coordenadas 
polares para rectangulares e a representação paramétrica de curvas. Como refere 
Euler no prefácio do segundo volume: 
“In the first [book] of these I have confined myself to those matters concerning pure 
analysis.” 19 
No segundo volume de Introductio in Analysin Infinitorum está patente a 
tentativa do autor em tornar o uso de coordenadas a base de um estudo 
sistemático das curvas e superfícies. De facto, ao contrário do desenvolvimento 
usual das secções cónicas e das suas expressões, Euler expôs uma teoria geral de 
curvas, baseada no conceito de função que desenvolveu no primeiro volume. Após 
uma cuidadosa definição dos termos que utiliza, parte para o estudo das curvas em 
geral e, posteriormente, procede à classificação das curvas algébricas de 
diferentes ordens. A manipulação de expressões algébricas conduz à obtenção e 
classificação das curvas de segunda, terceira e quarta ordens. Assuntos como 
assímptotas, curvaturas, são também objecto de estudo deste segundo volume, 
assim como diversos temas de aplicação: investigação da configuração de uma 
curva, intersecção de curvas ou determinação de equações. O penúltimo capítulo é 
dedicado ao estudo analítico das curvas transcendentes onde o gráfico das 
funções trigonométricas aparece pela primeira vez como parte integrante da 
geometria analítica. Por último, segue-se um conjunto de problemas, e respectiva 
solução, sobre o círculo. Esta constitui uma abordagem original no tratamento das 
curvas e superfícies, tendo em conta que todos os desenvolvimentos são obtidos 
partindo das expressões algébricas correspondentes e delegando o raciocínio 
sintético para segundo plano.  
Em apêndice, o autor estabelece a generalização das quádricas como 
superfícies de segundo grau (à semelhança das quadráticas com a família das 
secções cónicas no plano), que consegue através da manipulação algébrica de 
uma equação de 2º grau com dez termos e três variáveis: 
0222 =+++++++++ κιθηζεδγβα xyzxxyyxzyzz . 
                                                 
19 Euler, L. (1990) preface, p. v 
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Sem dúvida que pelas mais diversas razões o sucesso com que Introductio 
in Analysin Infinitorum foi recebido na comunidade matemática da época, e a forma 
como se perpetuou até aos nossos dias, não foi infundado. 
 
As secções cónicas 
 “Before I discuss conic sections, which in other treatments almost always come first, I have 
proposed a theory of curves with enough generality that it can advantageously be applied to an 
examination of the nature of any curve whatsoever.[…] Until this time they have ordinarily been 
treated only from the geometric viewpoint, or if by analysis, in an awkward and unnatural way. I have 
first explained their general properties from general equation for a second order curve.” 20 
É desta forma que Euler descreve no seu Prefácio como tratou as secções 
cónicas. De facto, após definir o conceito de curva algébrica e de proceder à sua 
classificação no capítulo III, Classification of Algebraic Curves By Orders, o autor 
começa por considerar a equação de uma curva de segunda ordem de 
coordenadas rectangulares x e y e relacioná-la com as secções cónicas: 
022 =+++++ yxyxyb ζεδγβα .                                           (3.1) 
“The curves contained in this equation are commonly known as conic sections, since all of 
them can be obtained as the intersection of a plane and a cone. The different species of these lines 
are the circle, the ellipse, the parabola, and the hyperbola.” 21 
Ainda neste capítulo, são também analisados os termos das equações de 
outras ordens. Um resultado interessante é o que aplica o termo geral da sucessão 
dos números triangulares22 ( ) ( )
2
2
1
1 ++ nn  ao cálculo do número de termos de uma 
equação, dada a ordem n.  
Já no capítulo IV, On special Properties of Lines of Any Order, são tidos em 
conta aspectos como a multiplicidade das curvas e o número de determinations, ou 
seja de pontos dados, necessários à construção de uma curva de qualquer ordem. 
Este último é obtido partindo da expressão geral dos números triangulares achada 
anteriormente no capítulo III, à qual se subtrai uma unidade, ( ) ( ) 1
2
2
1
1 −++ nn , na 
                                                 
20 Euler, L. (1990) preface, p. vi 
21 Euler, L. (1990) p. 29 
22 Iniciando com 0=n . 
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medida em que se pode desprezar o termo independente, pois é sempre possível 
suprimi-lo por mudança de coordenadas e origem. É neste contexto que surge o 
problema da determinação da curva que passa por cinco pontos que, como 
sabemos, desde a Antiguidade é representada por uma curva de segundo grau, ou 
seja, uma secção cónica. 
Euler considerem-se cinco pontos 
dados A, B, C, D e E e pelos quais faz  
passar os eixos por dois deles, A e B, 
como na fig. 3.2, em que A representa a 
origem e CAB o ângulo das ordenadas. 
Partindo de D e de E desenha ordenadas 
Dd e Ee paralelas a AC. Fazendo aAB = , 
bAC = , cAd = , dDd = , eAe =   e  feE = , obtém, por substituição na equação de 
segundo grau (3.1), cinco equações: α=0 , 20 bb ζγα ++= , 20 aa δβα ++= , 
220 dcddcdc ζεδγβα +++++= e 220 fefefe ζεδγβα +++++= . Destas equações 
resulta que 0=α , bζγ −= , aδβ −= , ( )cfdebcbedf +−−=δ  e 
( )cfdeafadce +−−=ζ , ou seja os coeficientes ficam determinados. 
 O capítulo V, On Second Order Lines, consiste num estudo exaustivo da 
equação geral das curvas de segunda ordem e das propriedades que dela advêm. 
Como o próprio autor refere, embora as cónicas sejam um tema que usualmente 
figure após o estudo da geometria elementar, existem diversas propriedades que 
não surgem de imediato e que devem ser tratadas a outros níveis: ou por análise 
das equações que as representam, ou como consequência do corte de um cone, 
ou como resultado de outros argumentos. O autor opta por analisar, 
exclusivamente, as propriedades inerentes às equações de segundo grau.  
Embora neste capítulo seja feita uma alusão às secções cónicas23, estas 
são delegadas para segundo plano, figurando como tema principal o 
desenvolvimento das propriedades algébricas e geométricas provenientes da 
transformação e mudança de parâmetros da equação de segundo grau (3.1). 
Frequentemente acompanhadas por representações geométricas, as propriedades 
                                                 
23 Embora sem nunca se fazer referência à elipse, hipérbole ou parábola, de forma particular. 
fig. 3.2 
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demonstradas são muito abrangentes e incluem os métodos de determinação de 
diâmetros de curvas, a transformação de coordenadas rectangulares em oblíquas, 
a descrição do trajecto de uma curva dada a sua equação, assim como a 
consideração da soma e produto de raízes de uma 
equação de segundo grau.  
No final do capítulo são estabelecidos alguns 
resultados provenientes do estudo dos eixos maiores e 
menores das cónicas. Partindo da suposição de estes 
apresentarem o mesmo comprimento, a curva obtida seria 
um círculo. Para o caso em que um eixo seja maior do que 
o outro, são determinadas relações entre as diferentes 
medidas. Com aAC = , bCE = , 22 baCD −= , tem-se: 
AC
CPCDAC
a
baxaDM ⋅−=−−=
22
   e  
AC
CE
a
bDG
22
==   .         (3.2) e (3.3)                    
De seguida são definidos elementos constituintes das curvas como foco, 
parâmetro, semi-parâmetro e vértice: 
“Due to the special properties which these points D possess, these points on the principal 
diameter (…)have been given particular names. They are called either the FOCI or the NAVELS of the 
conic section. The diameter a, on which they lie, is distinguished from its conjugate b, and is called 
the principal and transverse axis, while the other is called the conjugate axis. The rectangular 
ordinate DG erected at either focus is called SEMIPARAMETER. The whole PARAMETER is the chord 
through D, which is twice the length of DG, and it is also called the lactus rectum. The conjugate 
semiaxis CE is the geometric mean of the semiparameter DG and the transverse semiaxis AC. The 
terminal points of the transverse axis, where it intersects the curve, are called VERTICES, of which A 
is one. These points have the property that a tangent at such a point is perpendicular to the principal 
axis AC.” 24 
Em suma, este capítulo consiste numa extensa preparação do capítulo 
seguinte onde se classificam as diferentes secções cónicas. 
No capítulo VI, On the Subdivision of Second Order Lines into Genera, é 
explicada a influência da variação do parâmetro γ  na equação 22 xxy γβα ++= , 
obtida a partir de 022 =+++++ yxyxyx ζεδγβα , por mudança conveniente de 
eixos e origem e onde x  e y  representam coordenadas rectangulares. O autor 
                                                 
24 Euler, L. (1990) p. 78 
fig. 3.3 
AS SECÇÕES CÓNICAS: ABORDAGENS DO SÉCULO XVIII |        
 
 
81 
começa por considerar 0>γ  em 22 xxy γβα ++=  e observa que esta suposição 
representa na equação um crescimento da abcissa x , que faz com que o termo 
2xγ  se torne maior do que os restantes termos xβα +  e, consequentemente, 
2xx γβα ++  tenha um valor positivo. Pelo que à ordenada y  corresponderão dois 
valores que “crescem sem limite”, um positivo e outro negativo. Da mesma forma, 
quando x  se aproxima de ∞−  (ou ∞+ ) a expressão 2xx γβα ++  continua a ter um 
valor infinito positivo. Por consequência, a curva terá quatro ramos que tendem 
para infinito e que descreve a trajectória de uma hipérbole. 
A elipse, linha contida num espaço fechado, é obtida ao considerar-se 0<γ , 
na medida em que nem a abcissa nem a ordenada atingem valores infinitos. 
Posteriormente, o autor supõe 0=γ  que mais não é do que a situação 
intermédia das duas situações anteriores, em que a curva descrita por xy βα +=2  
contém, apenas, dois ramos que tendem para infinito e em que a consideração de 
outra abcissa infinita torna a ordenada imaginária, ou seja, a parábola. 
 De seguida, são descritas diversas propriedades de cada uma das curvas. 
As primeiras propriedades a serem estabelecidas são as da elipse que englobam 
questões como o parâmetro, propriedades focais, processos mecânicos de 
construção ou determinação de tangentes. O autor, antes de mais, reduz a 
equação da elipse à forma 
( )22222 xaaby −=                                                    (3.4) 
em que a  e b  representam os semieixos.  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
fig. 3.4 
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Supondo ba =  obtém-se que ayxCM =+= 22  , ou seja, cada ponto da 
curva encontra-se à mesma distância do centro, propriedade que caracteriza o 
círculo.  
Já se ba ≠ então a distância AB será maior do que a distância DE , ou vice-
versa. Supondo, sem perda de generalidade, que AB  é o eixo maior, ou seja 
ba > , tem-se que 22 yaCGCF −== , em que F e G  são os focos e 
a
b2  é semi-
parâmetro, ou semi lactus rectum.  
 
Seja M um ponto da curva, trace-se FM e GM , então, a partir dos 
resultados (3.2) e (3.3) obtidos no capítulo V, tem-se que: 
a
baxa
AC
CPCFACFM
22 −−=⋅−=  e 
a
baxaGM
22 −+=  
ou seja, aGMFM 2=+ , que representa a propriedade que estabelece que a soma 
das distâncias de um qualquer ponto da elipse a cada um dos focos é constante e 
igual ao comprimento do eixo maior. Este resultado é indicado como um processo 
mecânico de construção da curva, conhecido por “método do jardineiro”. 
De seguida, Euler determina a equação da recta tangente à elipse no ponto 
M, por manipulação algébrica e recorrendo à fig. 3.4: 
Desenhe-se a tangente TMt, que encontra os eixos nos pontos T e t. Por 
resultados obtidos anteriormente, Euler conclui que 
CT
CA
CA
CP = , ou seja, 
x
aCT
2
= , 
assim como 
y
bCt
2
= .  
Logo x
x
aTP −=
2
   e   22
2
ba
x
aTF −−=     e    a
x
aTA −=
2
. 
Utilizando a equação (3.4), obtém-se que a expressão que nos dá o 
comprimento da subtangente é 
xb
ya
x
xaTP 2
2222
=−= . Partindo desta e fazendo uso 
do teorema de Pitágoras, pois 222 PMTPTM +=   e yPM = , facilmente se 
encontra a equação da tangente ao ponto M: 
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xb
yaxby
TM 2
2424 += . 
Após a determinação desta equação, Euler explora, ainda, diversas 
propriedades da tangente, utilizando, inclusivamente, ferramentas de trigonometria 
durante as suas demonstrações. 
É interessante verificar que o autor desenvolve as propriedades das 
restantes cónicas utilizando as já demonstradas para a elipse mas procedendo a 
transformações convenientes. 
“Since the equation of an ellipse becomes that of parabola when it is clear that a parabola is 
just an ellipse whose semiaxis 
cd
da −= 2
2
 has become infinite in length. For this reason all of the 
properties which we have found for ellipses also apply to the parabola supposing that the axis is 
infinite.” 25  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Assim, obtém para a parábola a equação cxy 22 = , em que o semiparâmetro 
considerado cFH =  é a distância do vértice ao foco cdAF 21== . Através da 
equação encontrada é estabelecida a relação APFHPM ⋅= 22 . O autor observa 
que AP “cresce sem limite”, tal como as ordenadas PM e PN, o que produz uma 
curva com dois ramos a tenderem para infinito. A impossibilidade da abcissa ser 
negativa é justificada tendo em conta que esta tornaria a ordenada imaginária, o 
que prova que não existe nenhuma parte da curva antes do vértice A. Uma das 
                                                 
25 Euler, L. (1990) p. 91 
fig. 3.5 
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propriedades que melhor descreve a trajectória desta curva é obtida através da 
construção do segmento FM. Se tivermos em conta que cxFP 21−=  então  
222222
4
1 yccxxPMFPFM ++−=+= . 
Como cxy 22 =  conclui-se que 
2
222
2
1
4
1 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +=++= cxccxxFM  logo 
AFAPcxFM +=+=
2
1 , ou seja, numa parábola a distância de um ponto ao foco é 
igual à distância do ponto à directriz. Os resultados seguintes referem-se, 
essencialmente, à determinação de tangentes a uma curva. 
Seguindo a metodologia utilizada no estudo da parábola, Euler reproduz as 
propriedades obtidas para a elipse no estudo da hipérbole, transformando de forma 
apropriada a equação da elipse. Partindo da equação encontrada no capítulo 
anterior e fazendo uma translação associada a γ
β
2
 obtém-se 22 xy γα += , centrada 
na origem. Esta equação é, ainda, transformada em 222 axy γγ −=  sendo os 
semieixos γ
α=== aCBCA . Euler descreve a variação dos parâmetros da 
equação da seguinte forma: 
“ As long as 2x  is less than 2a , the ordinate will be imaginary, so that no part of the curve 
corresponds to points on the axis from A to B. Whenever 2x  is greater than 2a the ordinates 
increase continuously and finally go to infinity, so that the hyperbola has four branches: AI, Ai, BK, 
Bk which go to infinity and are equal and similar to each other. This is the principal property of a 
hyperbola.”  26 
A equação (3.1) encontrada para a elipse neste capítulo, é facilmente 
transformada na equação da hipérbole se substituindo 2b−  por 2b , ou seja, 
( )22222 xaaby −= .                                                 (3.5) 
Esta relação permite, então, que as propriedades encontradas para a elipse 
possam ser obtidas, também, para a hipérbole, de um modo relativamente 
                                                 
26 Euler, L. (1990) p. 94 
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acessível. Por exemplo, a abcissa do foco 22 ba − , encontrada para a elipse, é 
facilmente obtida para a hipérbole, seguindo a substituição anterior temos 
22 baCGCF +== .  
A partir destas transformações tem-se, também, que 22 baxFP +−=  e 
22 baxGP ++=  que permite construir os segmentos FM e GM, que partem dos 
focos para um ponto M da curva, logo 
CA
CFCPACFM ⋅=+  e 
CA
CFCPACGM ⋅=−  e 
assim ACFMGM 2=− . Ou seja, na hipérbole, a diferença entre as distâncias de 
um ponto sobre a curva aos focos é constante e igual ao eixo principal. 
Como seria de esperar, as propriedades seguintes referem-se à 
determinação das tangentes à curva, e são estabelecidas, uma vez mais, repetindo 
os processos utilizados para a elipse. 
Os dois capítulos que se seguem, VII e VIII, referem-se ao estudo dos ramos 
de curva que tendem para infinito e das assímptotas de curvas de diversas ordens. 
Este é feito recorrendo à manipulação algébrica das equações que definem as 
diferentes curvas, e analisando e relacionando os parâmetros que as constituem. 
Embora sejam dois capítulos interessantes, excedem o objectivo da nossa análise, 
que pretende ser, como já referimos, centrada na definição das secções cónicas.  
 
3.3. Cours de Mathématiques à l’usage des gardes du pavillon e de 
la marine (1764-1769) de Etienne Bézout 
Aspectos gerais 
Cours de Mathématiques à l’usage des Gardes du Pavillon e de la Marine é 
uma obra de referência no ensino da matemática do Século das Luzes, em 
diversos países da Europa, nos EUA e no Brasil. Concebida, originalmente, como 
livro de texto de apoio ao ensino da Marinha francesa, por Etienne Bézout (1730-
1783) entre 1764 e 1769, consiste numa compilação dos conhecimentos 
matemáticos da época, apresentados de forma simples e conveniente aos cursos 
práticos militares. Este seu carácter mutuamente abrangente e resumido reflecte a 
tendência enciclopedista das Luzes. Aos quatro volumes que compunham a 
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primeira edição Bézout acrescenta alguns conteúdos e passados três anos reedita-
a, finalmente, em seis volumes, que se distribuem da seguinte forma: 
− 1º Volume: Elementos de Aritmética; 
− 2º Volume: Elementos de Geometria e Trigonometria Rectilínea e Esférica; 
− 3º Volume: Álgebra e suas Aplicações à Aritmética e Geometria; 
− 4º Volume: Princípios Gerais de Cálculo e Mecânica; 
− 5º Volume: (continuação do quarto) Mecânica, Movimento e Equilíbrio; 
− 6º Volume: (continuação de Cours de Mathématiques) Tratado de 
Navegação. 
Além dos assuntos focados nesta obra se relacionarem com as exigências 
do ensino militar, estavam, também, directamente ligados com os conteúdos dos 
exames de admissão à Marinha e à Artilharia. Constituindo uma abordagem 
inovadora revela uma preocupação pedagógico-didáctica que a distingue dos livros 
da época. A introdução de um novo tema é feita, regularmente, com notas 
introdutórias, históricas ou explicativas. 
“Devo eu acaso justificar-me de ter deixado de usar dos termos Axioma, Theorema, 
Lemma, Corollario, Escólio? Duas razões me resolverão a isso: - a primeira, porque nada conduz 
para serem claras as demonstrações, -a segunda, porque todo este aparato pode servir de illudir 
muitas vezes os Principiantes, capacitando-os de que uma Proposição, revestida como nome de 
Theorema, deve ser uma Proposição tão remota do seu conhecimento, quanto he a palavra entre 
aquelles, com que elles andão familiarizados. Todavia para os meus leitores, que folhearem os 
outros livros de Geometria, se não persuadão que entrão em um paiz incógnito, devo advertilo, de 
que27….” 28. 
A geometria era apresentada sem exigir conhecimentos de álgebra, 
respeitando a tradição da geometria francesa. 
“A tradição da geometria francesa era rejeitar a arquitectura euclidiana preferindo fazer 
apelo à intuição e aos sentidos que passar por demonstrações fundadas sobre axiomas.” 29 
 No entanto, após uma incursão nos Elementos de Álgebra, era feita uma 
aplicação destes conteúdos à geometria e à aritmética, o que constitui o terceiro 
volume da obra. É neste contexto que surge o tratamento das secções cónicas. 
                                                 
27 De seguida Bézout diz o que entende por Axioma, Theorema, Lemma, Corollario, Escholio e Problema. 
28 Bézout, E. (1817) “Prefacção” 
29 Valente, W. (2002) p. 121 
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 No panorama nacional, a obra de Bézout foi traduzida para português em 
1773 por Monteiro da Rocha e reeditada onze vezes até 184230, constituindo um 
dos principais livros de texto que acompanhou o ensino universitário em Portugal, 
desde a criação da Faculdade de Matemática na Universidade de Coimbra até 
cerca de um século depois31. Uma tradução interessante, em dois volumes, 
existente na Biblioteca de Coimbra é Elementos de Analyse por Mr Bézout (2ª 
Edição), traduzidos do francês correcta e accõmodada para uso das Escolas de 
Mathematica da Universidade, 1793, que consiste numa versão simplificada 
composta pela tradução de algumas partes da obra de Bézout. Os conteúdos 
escolhidos são sobretudo teóricos, integrando, no volume I, Álgebra e Aplicações 
da Álgebra à Aritmética e Geometria e, no volume II, Cálculo Diferencial e Integral.  
A instituição da Matemática como uma disciplina teórica necessária ao 
ensino militar despoleta o fenómeno da sua independência e autonomia 
relativamente às práticas militares. Assiste-se a uma recriação de uma Matemática 
avançada mais acessível. Estas razões terão contribuído para o sucesso desta 
obra que ultrapassou os limites do ensino militar e que apenas terá sido 
substituída, diversas décadas depois do seu aparecimento, por Legendre e Lacroix, 
sob o argumento de falta de rigor. Bézout torna manifesta a sua vontade de difundir 
o saber matemático existente na época, mais do que inová-lo. Em suma, 
assistimos a mais momentos de recriação do que de criação matemática. 
 
As secções cónicas 
As secções cónicas estão incluídas no terceiro volume da obra, que aplica 
conceitos de álgebra ao estudo da aritmética e da geometria. A edição que 
escolhemos é a de 1775 e, também, a tradução portuguesa de 1793-1794, 
Elementos de Analyse, que não apresenta diferenças significativas no tratamento 
deste tema.  
O método de exposição escolhido pelo autor é, à semelhança dos outros 
volumes, informal, simulando em certa medida um diálogo com o leitor. Nos 
                                                 
30 Dado gentilmente cedido pela Doutora Helena Castanheira. 
31 Foram diversos os matemáticos portugueses que efectuaram traduções desta obra, o Professor da Academia 
Real da Marinha de Portugal, Custódio Villas-Boas constitui um exemplo.  
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comentários iniciais Bézout faz uma precisa descrição do que entende por Álgebra 
e seus objectos de estudo: 
“Cependant quelque différents que soient les objets des recherches Mathématiques, les 
raisonnements & les operations qu’ils exigent, ont des parties communes qu’on peut ramener à des 
regles génèrales, à l’aide desquelles on peut soulager l’esprit d’une grande partie des efforts que 
chaque nouvelle question sembleroit exiger. La méthode qu’on appelle Analyse32, est celle qui 
enseigne à trouver ces regles; & l’instrument qu’elle emploie pour y parvenir s’apelle l’Algebre.” 33 
Ou seja, pretende, com a aplicação da álgebra à geometria, investigar 
atributos geométricos de objectos para, posteriormente, estabelecer conjecturas, 
formalizar e generalizá-los, utilizando instrumentos algébricos. Para isso faz-se 
acompanhar de diversas figuras, das quais explora as suas propriedades 
geométricas.  
“L’Algebre, ou l’art de représenter par des signes généraux toutes les idées qu’on peut se 
former relativement aux quantités, est à proprement parler, une langue en laquelle nous traduisons 
d’abord certaines idées connues (…). Les avantages principaux qu’on peut retirer de cette science, 
sont donc de se faciliter l’ intelligence & la découverte des vérités mathématiques, & de se procurer 
des moyens faciles & des régles générales pour résoudre toutes les questions qu’on peut proposer 
sur les quantités.” 34 
O estudo das secções cónicas inicia-se com uma distinção entre uma curva 
em geral, e uma curva como objecto de estudo da Geometria. 
 
 
 
 
 
 
 
 
“Pour pouvoir tracer les lignes courbes qui sont l’objet de la Géométrie, il faut donc 
connoître la loi à laquelle sont assujettis les différents points de leur contour. Or cette loi peut être 
donnée de plusieurs manieres: ou en indiquant un procédé par lequel ces courbes peuvent être 
                                                 
32 O que justifica, em parte, o título da tradução para português Elementos de Analyse. 
33 Bézout, E. (1775), preface, vi 
34 ibidem 
fig. 3.6 
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décrites d’un mouvement continu; tel est le cercle qui se décrit en faisant tourner dans un plan une 
ligne donné & autour d’un point donné: ou bien en faisant connoître quelque propriété qui 
appartienne constamment à chacun des points de cette courbe (…)” 35 
Vemos que o autor apenas considera em geometria curvas das quais se 
conheça a lei que ajusta os seus pontos ou que possam ser descritas por um 
movimento contínuo. Também exemplifica como, partindo de propriedades 
geométricas, pode-se obter a “lei” que determina a curva e vice-versa, como é que 
partindo de uma equação é possível achar as propriedades de uma curva.  
Supondo, então, uma curva AMB, da qual apenas se sabe que a 
perpendicular PM tirada de qualquer ponto M sobre a linha AB é meia proporcional 
entre as duas partes AP e PB, o autor encontra a expressão que representa a linha 
da seguinte forma: 
Considere-se aAB = , xAP = , yPM = , pelo que temos PBPMPMAP :::: , 
ou seja, xxaxyy −= . A curva obtém-se fixando um valor para a  (ao qual 
corresponderá o número de divisões efectuadas em AB ) e atribuindo diferentes 
valores para x , aos quais irão corresponder diferentes valores de y . 
Posteriormente expõe o método de construção da curva. 
O raciocínio que conduz à resolução utiliza, como em muitas situações nesta 
obra, o antigo método de manipulação de meios proporcionais, por observação da 
semelhança de triângulos. Ainda nesta secção, são dadas definições básicas como 
ordenada, coordenada, abcissa, origem, entre outras.  
De entre as curvas estudadas o autor dedica especial atenção às de 
segundo grau, das quais procura a expressão que as generaliza: 
“Nous avons tâché de faire bien entendre comment l’Algebre comprend dans une même 
équation tous les différents cas d’une question; ce que signifient les différents raciness, positives, 
negatives, réelles, ou imaginaires.” 36 
A análise das curvas de segundo grau conduz ao estudo das secções 
cónicas, que preenche as próximas páginas do livro e inicia-se com a elipse.  
Partindo da propriedade geral da elipse, pode-se construir a representação 
geométrica, que auxilia todo o processo de resolução do problema. Iniciando-se 
                                                 
35 Bézout, E. (1775) p. 363 
36 Bézout, E. (1775) preface, xiiii 
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com a construção dos eixos ( Ff , focos, para as abcissas e MP  para as 
ordenadas) e a consideração de uma origem A ). 
 
 
 
 
 
 
 
“Proposons-nous maintenant d’examiner quelle seroit la courbe qui auroit cette autre 
propriété, que la somme des deux distances MfMF + (fig. 3.7) de chacun de ses points à deux 
points fixes F & f , seroit toujours égale à une ligne donnée a .” 37 
Posteriormente, a utilização do teorema de Pitágoras e a atribuição de 
incógnitas às distâncias consideradas são a chave do problema.  
Como  222 FPPMFM +=      e     222 fPPMMf +=                       (3.6) e (3.7) 
e fazendo xAP = , yPM = , zFM =  (pelo que )( cxFP −±= ) obtém-se de (3.6) que 
 2222 2 ccxxyz +−+= .                                                    (3.8)   
De (3.7) e tendo em conta que zaFMFMfMf −=−=  e 
cxaBfAPABBfPBfP −−=−−=−=   tem-se que 
222222 2222 ccxacxaxayzaza ++−+−+=+−  .                               (3.9) 
Substituindo em (3.9) a expressão encontrada em (3.8) resulta que 
 
a
xcacaxz 2−+= .                                                       (3.10) 
De (3.10) e (3.8) obtém-se 
                      ( )22 22 44 xaxa cacy −−= .                                                    (3.11) 
Esta expressão representa a equação da curva pretendida, a elipse. As 
secções que se seguem exploram diversas propriedades da elipse, entre elas, o 
                                                 
37 Bézout, E. (1775) p. 373 
fig. 3.7 
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método de construção desta curva utilizando o, actualmente conhecido, “Método do 
jardineiro”. Substituindo o parâmetro da curva 
a
cacp
244 −=  em (3.11) tem-se que  
                                         ( )22 xax
a
py −= .                                                         (3.12) 
Após a obtenção da expressão que nos permite representar a elipse, o autor 
parte para a exploração das suas propriedades, construindo os raios vectores, a 
tangente, a subtangente, a normal e a subnormal da curva e analisando as suas 
características reflectoras. O método utilizado para a construção da tangente é 
substancialmente geométrico: 
“Si, pour quelque point M que ce soit de l’ellipse on prolonge la ligne fM tirée d’un des 
foyers, jusqu’à ce que son prolongement MG soit égal à l’autre distance MF; & qu’ayant tiré GF, on 
lui mene du point M la perpendiculaire MOT, cette derniere sera tangente à l’ellipse, c’est à-dire, ne 
la recontrera qu’au seul point M.” 38 
Na demonstração desta construção é utilizada a propriedade fundamental 
da elipse. Posteriormente, Bézout obtém a equação do círculo partindo da 
expressão da elipse, ao fazer o eixo maior igual ao eixo menor (ou a distância do 
vértice ao foco igual à metade do eixo maior ou o parâmetro igual ao diâmetro), à 
semelhança do que vimos em Euler. A edição portuguesa faz, ainda, referência a 
certas aplicações da elipse (elipsóide) na Arquitectura Naval. 
O estudo da elipse prossegue com a obtenção desta curva partindo de um 
dos três pares de elementos: 
− Eixo maior e eixo menor; 
− Eixo maior e parâmetro; 
− Eixo maior e distância c (do vértice aos focos). 
A definição de termos como diâmetro, diâmetros conjugados e parâmetro de 
um diâmetro, permitem ao autor determinar, por exemplo, o parâmetro de uma 
elipse partindo dos seus diâmetros, ou de observar que as ordenadas em relação 
ao diâmetro têm propriedades semelhantes às ordenadas dos eixos. O estudo da 
elipse termina com a descrição da curva conhecendo dois diâmetros conjugados e 
o ângulo formado entre eles. 
                                                 
38 Bézout, E. (1775) p. 382 
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Entre as secções 318 e 355 é feito um estudo da hipérbole que, tal como na 
elipse, inicia-se com a obtenção da equação da curva, partindo da propriedade 
geométrica principal da hipérbole: 
“Considérons maintenaint la courbe qui auroit, en chacun de ses points M, cette propriété, 
que la difference Mf-MF des distances Mf & MF à deux points fixes F & f, fût toujours la même & 
égale à une ligne donée a.” 39 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Seguindo um raciocínio análogo ao descrito para a elipse obtém-se para a 
hipérbole a seguinte expressão 
            ( )22 22 44 xaxa cacy ++= .                                                  (3.13) 
Uma vez mais é descrita a forma de descrever uma curva contínua, partindo 
da equação, que o autor faz da seguinte forma: 
“On fixera au point f, une regle indéfinie qui puísse tourner autour de ce point. Au point F & à 
l’un des points Q de cette regle, on attachera les extrêmités d’un fil FMQ, moins long que fQ, & dont 
la différence avec fQ, soit égale à AB; alors par le moyen d’une pointe, ou style M, on appliquera 
une partie MQ du fil, contre la regle: faisant mouvoir le style, de M vers A, en tenant toujours le fil 
tendu, la regle s’abaisera, la partie FM diminuera, & le style M décrira la courbe MA dont il s’agit, & 
qu’on apelle une Hyperbole. En effet il est évident que la totalité fQ ou fM + MQ, étant toujours de 
                                                 
39 Bézout, E. (1775) p. 402 
fig. 3.8 
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même grandeur, et MQFM + étant aussi toujours de même grandeur, leur différence 
FMfM − sera aussi le même grandeur.” 40 
Posteriormente, são feitas algumas observações acerca dos ramos que 
constituem a hipérbole, assim como da obtenção do seu parâmetro e dos modos 
de determinação da curva partindo de diversos elementos dados. De facto, o autor 
descreve como encontrar a hipérbole conhecendo um dos três pares de elementos: 
− Eixo maior e eixo menor; 
− Eixo maior e parâmetro; 
− Eixo maior e focos. 
De seguida, são focados aspectos como as propriedades reflectoras da 
hipérbole, os raios vectores, tangente a um ponto da curva, subtangente, normal e 
subnormal, diâmetro e diâmetros conjugados. A existência de assímptotas na 
hipérbole é interpretada através dos limites das tangentes. 
“Ces tangentes s’appellent les Assymptotes de l’hyperbole: ce sont, comme on le voit, des 
lignes qui partant du centre, s’approchent sans cesse de l’hyperbole, sans pouvoir l’atteindre qu’à 
une distance infinie” 41 
A versão portuguesa acrescenta  
“(…) e por tanto são os limites das tangentes”. 42 
Tal como na elipse, o autor descreve, utilizando propriedades geométricas e 
manipulações algébricas, como é que, partindo de dois diâmetros conjugados e do 
ângulo formado entre eles, é possível determinar a hipérbole. 
O estudo da hipérbole termina com a análise da potência da curva e com a 
sua descrição, dados os semi-diâmetros conjugados e o ângulo formado entre eles 
ou dadas as suas assímptotas. 
A análise da parábola marca presença entre as secções (parágrafos) 356 e 
367, seguindo uma estrutura muito similar à utilizada para estudar as outras duas 
secções cónicas. 
A obtenção da equação que representa a parábola é feita, uma vez mais, 
utilizando a propriedade que distingue a curva: 
                                                 
40 Bézout, E. (1775) p. 404 
41 Bézout, E. (1775) p. 412 
42 Bézout, E. (1793) p. 270 
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“Il s’agit maintenant de trouver les propriétés de la coube dont chaque point seroit aussi 
éloigné d’ un point fixe F que d’une droite XZ dont la position est connue, c’est-à-dire, d’une courbe 
telle que pour chaque point M, abaissant la perpendiculaire MH, on auroit toujours MF=MH” 43 
 
 
 
 
 
 
 
Partindo da propriedade que descreve mecanicamente a curva, é feita uma 
construção geométrica onde são escolhidos convenientemente os eixos. Por 
observação das relações existentes entre as diferentes entidades envolvidas, 
concluím-se que   
                      cxy 42 = .                                                       (3.14) 
O valor do parâmetro e da directriz da curva é encontrado depois de se 
achar (3.14) e é igual ao quádruplo da distância do vértice ao foco: 
“le parametre de l’axe da parabole est quadruple de la distance AF du sommet au foyer” 44 
Ainda no âmbito do estudo da parábola, somos alertados a ver a curva como 
uma elipse cujo eixo maior é infinito. Tendo em conta a equação da elipse 
( )22 22 44 xaxa cacy −−=  e supondo a  infinito, obtém-se cxa axacy 44 22 =×= , equação 
da parábola. 
 Conceitos como raio vector, tangente, subtangente, normal e subnormal são 
novamente tratados no âmbito desta curva, dando relevo a ferramentas da 
geometria. As propriedades reflectoras da parábola assim como as possíveis 
aplicações à arquitectura naval são referidas (e exploradas apenas na edição 
francesa). O estudo da parábola termina com a análise da possibilidade de obter 
                                                 
43 Bézout, E. (1775) p. 429 
44 Bézout, E. (1775) p. 440 
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parábolas partindo do conhecimento de diversos elementos que a constituem, 
entre eles o diâmetro, o parâmetro e o ângulo entre o diâmetro e as ordenadas. 
A análise isolada destas três curvas não finaliza o estudo das secções 
cónicas. Antes do final do capítulo, é feita uma abordagem das secções cónicas, 
vistas como resultado de diferentes secções num cone.  
 
 
“Les trois courbes que nous venons de considérer sucessivement, ont été nommés sections 
coniques, parce qu’on les obtient en coupant un cône par un plan. Par exemple, on a l’ellipse AMmB 
(fig. 3.10- 50) si l’on coupe le cône CHI par un plan AMm, de maniere que ce plan rencontre les 
deux côtés CH, CI en deçà du sommet C: il faut seulement en excepter le cas où ce plan seroit avec 
le côté CI le même angle que fait l’autre côté CH avec la base; dans ce cas la section est un cercle. 
Si au contraire ele plan coupant ne recontre l’un des côtés CH qu’autant que celui ci sera prolongé, 
on a l’hyperbole AMm (fig. 3.10- 51). Enfin on a la parabole, si le plan coupant est parallele à l’un CH 
des côtés du cône (fig. 3.10- 52).” 45 
As demonstrações seguem o raciocínio usual, que consiste na utilização de 
razões proporcionais e triângulos semelhantes, estabelecidas através da 
exploração das construções geométricas presentes na figura 3.10. 
Feito este estudo sintético, com aplicações algébricas das secções cónicas, 
inicia-se um conjunto de Reflexões sobre as equações das secções cónicas onde 
se estabelecem parâmetros de análise de uma equação de segundo grau de forma 
a facilitar o reconhecimento da curva em questão.  
 “Si l’équation ne renferme que l’un des quarrés & n’a que deux termes dont le second soit 
le produit de l’autre indéterminée, par une quantité connue, elle appartiendra à une parabole 
                                                 
45 Bézout, E. (1775) p. 438 
fig. 3.10 
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rapportée à l’un de ses diametres, si ces deux termes placés dans différents membres ont le méme 
lignes, mais s’ils ont différents lignes, l’equation n’exprime aucune ligne possible.” 46 
Uma observação que, de imediato, nos ocorre fazer acerca da edição 
francesa é que este capítulo, e os que se seguem, apresentam um tamanho da 
letra inferior ao tamanho utilizado para o corpo de letra dos restantes capítulos. 
Este facto conduz-nos a conjecturar que ou o autor não atribuía tanta importância a 
estes conteúdos, comparativamente aos restantes ou que não os considerava tão 
necessários ao público a que o seu livro se destinava. Esta última hipótese é a 
mais provável pois bem sabemos a importância que o problema de reconhecer 
uma curva dada a sua equação desempenha no âmbito da geometria analítica. 
Esta nossa hipótese é, ainda, confirmada pela tradução portuguesa que não segue 
a mesma metodologia, sendo o tamanho da letra constante. Relembremos, pois, 
que o público-alvo desta tradução seriam os alunos da Universidade de Coimbra, 
para os quais os desenvolvimentos teóricos desta disciplina eram fundamentais. 
Este capítulo pode ser encarado como uma preparação ao capítulo que se 
segue, Moyens de ramener aux Sections coniques toute Equation du second degré 
à deux indeterminées, lorqu’elle exprime une chose possible (Método de reduzir ás 
Secções Conicas toda a equação indeterminada do segundo grau, …), cujo 
objectivo principal é provar que qualquer equação de segundo grau representa 
uma secção cónica e que pode ser reduzida às equações conhecidas para cada 
uma das três curvas. Chamamos a atenção para as semelhanças existentes entre 
esta abordagem e a de Euler. O primeiro resultado consiste, então, na 
demonstração de que a equação de segundo grau a duas incógnitas, u e t,  
022 =+++++ hdgeufdtcucutdu , corresponde, sempre, à equação de uma secção 
cónica, onde AP e PM são coordenadas. 
             A demonstração passa por simplificar a equação inicial 
( ) ( ) 2232222 44244 udecugedcfdhddfyd −+−+−=                              (3.15) 
com a suposição de que 322 4hddfr −= , gedcfdq 42 −= e decm 42 −= . Que, 
substituindo em (3.15), resulta em 2224 muquryd ++= .                                   (3.16) 
                                                 
46 Bézout, E. (1775) p. 443 
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De (3.16) obtém-se         2
2
2 4 y
m
d
m
ru
m
qu =++                                        (3.17) 
E, utilizando novamente o mesmo raciocínio, de igualar a incógnita 
aumentada ou diminuída de metade do coeficiente do segundo termo da equação, 
acham-se 
mn
qx
m
qu
22
=+  que elevado ao quadrado fica 22
22
2
2
2
44 nm
xq
m
q
m
quu =++ . Por 
(3.17) ter-se que  22
22
2
2
2
2
44
4
nm
xq
m
q
m
ry
m
d =+− , que resolvendo em ordem a 2y , 
resulta em ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−= 2
2
22
22
2
2 4
16 q
mrnnx
dmn
qy .                                                      (3.18) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dado que o sinal de r  não influencia o sinal do termo 2x , o estudo da 
equação e da curva que lhe corresponde é feito tendo em conta a variação de m . 
Utilizando resultados do capítulo anterior que faziam corresponder as curvas a 
diversas equações conclui-se que: 
− Se 0>m  (ou 042 >− dec ) a curva obtida é a hipérbole; 
− Se 0<m  (ou 042 <− dec ) a curva obtida é a elipse; 
Na secção seguinte Bézout explica como podemos descobrir a curva partindo 
da equação inicial 022 =+++++ hdgeufdtcucutdu . 
“Donc si l’on veut savoir dans quels cas une équation du seconde degré, à deux 
indeterminées u  et t , telle que 0222 =+++++ hdgeufdtcucutdt , appatient a l’ellipse ou à 
l’hyperbole, il n’ya qu’à examiner si le quarré 2c du coefficient du terme ut , moins le quadruple du 
produit de des coefficients de 2t & de 2u , fait une quantité positive ou négative: dans le premier cas, 
fig. 3.11 
fig. 3.12 
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la courbe sera une hyperbole; & dans le second cas une elipse, a moins que d ne soit e= ; alors la 
courbe peut être un cercle (…).”47 
Posteriormente, Bézout resume as suas conclusões da seguinte forma: 
“On voit donc que por savoir si la courbe est un cercle, une elipse, ou une hyperbole, il est 
inutile égard aux trois derniers termes 2&, hdgeufdt   de l’equation 
0222 =+++++ hdgeufdtcucutdt , cela dépend seulement des trois premiers, en sorte que si 
ecd &,  sont tels que dec 42 − soit positif, la courbe sera une hyperbole; elle sera une ellipse, si 
au contraire decc 4−  est négatif, excepté le cas où l’on aura en même temps ed = , c’est-à-dire, 
où les deux quarrés 2u & 2t  auront le même coëfficient; alors elle sera une cercle si l’angle des 
nouvelles coordennées est droit.”  
Notemos que o autor trata o caso da parábola posteriormente, não o 
englobando nas situações anteriores, pois só na secção 386 é considerado, 
finalmente, o caso em que 042 =− dec  ou 0=d  e 0=e . O capítulo finaliza com 
uma recapitulação que resume todas as situações consideradas. 
Este terceiro volume da obra de Bézout termina com dois capítulos que 
aplicam os conteúdos até aqui tratados à resolução de problemas indeterminados e 
determinados, nos quais são apresentadas e resolvidas diversas questões. 
Nos problemas indeterminados constam questões como a de encontrar a 
curva que verifica a condição de que as distâncias de seus pontos a dois pontos 
fixos estejam numa razão dada, assim como de encontrar todos os pontos 
exteriores a uma recta de tal forma que as rectas tiradas de cada um dos pontos 
formem um certo ângulo. 
Os problemas determinados consistem na aplicação das cónicas a questões 
específicas como achar dois meios proporcionais entre duas linhas dadas ou dividir 
um ângulo ou um arco em três partes iguais. São, também utilizadas tabelas 
trigonométricas na obtenção de soluções aproximadas de equações de terceiro 
grau. O problema da duplicação do cubo, que remonta à Antiguidade e  
à origem das secções cónicas, é aqui resolvido, sendo solucionado, como seria de 
esperar48, pela intersecção da parábola com a hipérbole. Este capítulo termina com 
                                                 
47 Bézout, E. (1775) p. 449 
48 Ver Apêndice B 
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outro problema, típico no tratamento de secções cónicas, que consiste na 
determinação de uma curva que passa por cinco pontos dados. 
 
 
 
 
 
 
 
“podemos sempre fazer passar huma secçaõ conica por cinco pontos dados; com tanto que 
elles tres a tres naõ estejão em linha recta; porque huma secçaõ conica naõ pode encontrar huma 
recta em mais de dous pontos.” 49 
Então, dados cinco pontos A, B, C, D e E e considerando as distâncias AF, 
BF, AG, GE, AH, HC, AD como abcissas e ordenadas de uma curva de equação 
022 =+++++ bgufteucutdt , fazendo mAF = , nBF = , 'mAG = , 'nGE = , 
''mAH = , ''nCH =   e '''mAD = , obtém-se: 
− no ponto A   0=u , 0=t e, consequentemente, 0=b ; 
− no ponto B   mu = , nt =  a equação fica 022 =++++ gnfmencmndm ; ( 0=h ) 
− no ponto E 'mu = , 'nt = ,  0'''''' 22 =++++ gnfmenncmdm ; 
− no ponto C   0'''''''''''' 22 =++++ gnfmenncmdm ; 
− no ponto D, com 0=t  e 'mu = temos que 0''' =+ fem . 
Facilmente se poderão encontrar os valores c, e, f, g, que, substituindo na 
equação inicial, a transforma numa secção cónica.  
Posteriormente, é sugerida a aplicação do raciocínio exposto à 
determinação de equações de outros graus, embora apenas de forma aproximada 
e aplicada a um exemplo específico, que, curiosamente, utiliza o método das 
interpolações (nome apenas atribuído na versão portuguesa): 
“O mesmo methodo pode servir para achar approximadamente a lei que observaõ entre si 
muitas quantidades conhecidas, e dependentes humas das outras por certas relações; e nesta 
applicaçaõ tem o nome de Méthodo das interpolações.” 50 
                                                 
49 Bézout, E. (1775) p.325 
fig. 3.13 
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Embora a notação utilizada por Bézout seja distinta da utilizada por Euler, 
são notáveis as semelhanças entre as duas abordagens. Note-se, a título de 
curiosidade, que estes dois problemas, da duplicação do cubo e da determinação 
de uma curva que passa por cinco pontos dados, na edição francesa distinguem-se 
dos capítulos imediatamente anteriores por apresentarem, já, um corpo de texto 
semelhante aos primeiros capítulos da obra. 
A tradução portuguesa termina com este problema, embora na edição 
francesa seja, ainda apresentado um apêndice de cinco secções acerca de 
questões gerais de Trigonometria como, por exemplo, fórmulas de adição das 
razões trigonométricas. 
 
3.4. Elements of mathematics (1765) de John Muller  
 
Aspectos gerais 
Embora possamos associar mais facilmente John Muller (1699-1784) às 
artes militares do que às matemáticas, existem diversas razões que nos 
conduziram a analisá-lo neste contexto. De facto, a sua carreira construiu-se em 
torno do ambiente militar, culminando com a sua nomeação de director da 
Academia Real Militar de Woolwich, em Inglaterra, onde leccionou a disciplina de 
Fortificação e Artilharia. Neste aspecto biográfico encontramos uma relação directa 
com o percurso militar de Anastácio da Cunha. No âmbito da disciplina de 
Fortificação e Artilharia Muller ficou conhecido pela obra The attack and defence of 
fortified places, in three parts o que constitui outro elo entre os dois autores, na 
medida em que parte da sua tradução está incorporada no Ensaio sobre as Minas. 
Mas para além da obra de foro militar, John Muller não descurou dos 
conhecimentos matemáticos necessários à interpretação desses diversos 
fenómenos físicos que analisou, redigindo por conta própria, uma compilação de 
diversos temas em Elements of Mathematics.  
                                                                                                                                                    
50Ibidem 
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Elements of Mathematics é uma obra51 constituída por dois volumes, 
integrada numa compilação de trabalhos de Muller, composta por oito tomos, 
distribuídos por seis volumes: 
− Volumes I e II: Elements of Mathematics, 3rd edition (1765); 
− Volume III: Treatise containing the elementary part of fortification, regular 
and irregular, 3rd edition (1774), que contém uma secção inicial dedicada à 
geometria e apresenta a resolução de diversos problemas úteis à 
construção de fortificações; 
− Volume IV: A treatise containing the practical part of fortification in four parts, 
3rd edition (1774), que expõe a teoria de Wallis, dá a conhecer materiais e as 
suas características de manuseamento, ensina a estabelecer estimativas na 
construção de fortificações e desenvolve o tema das construções aquáticas; 
− Volume V: The attack and defence of fortified places in three parts, 3rd 
edition (1770), que pretende abordar as operações necessárias ao ataque e 
defesa das fortificações e que inclui um tratado sobre as minas (no qual 
Anastácio da Cunha se baseou para redigir o seu Ensaio sobre as Minas), 
onde explica a forma como construí-las e como utilizar tabelas estabelecidas 
para o efeito; 
− Volume VI: The field engineer of M. le Chevalier de Clairac Translated from 
the French with observations and remarks on each chapter, 2nd edition 
(1773); que consiste, essencialmente, na tradução da obra de Clairac; 
− Volume VII e VIII: A treatise of Artillery whith an introduction whith a theory of 
powder applied to fire-arms, 2nd edition (1768); que contém aplicações à 
engenharia da civil assim como no manuseamento de armas. Neste volume 
podemos, ainda, encontrar um importante apêndice, Appendix or 
Supplement to the Treatise of Artillery, que aplica o cálculo de fluxões à 
resolução de diversos problemas associados a questões de movimento de 
projécteis e fluidos.  
Embora os seis volumes desta obra constassem, na sua totalidade, no 
inventário da biblioteca pessoal de Anastácio da Cunha, neste contexto apenas 
achamos oportuno desenvolver os dois primeiros volumes da obra, Elements of 
                                                 
51Existente na Biblioteca da Academia Militar de Lisboa. 
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Mathematics, onde podemos encontrar, além de uma abordagem das secções 
cónicas, diversos conteúdos de matemática, desde geometria, álgebra e 
trigonometria. No primeiro capítulo (Book I) são desenvolvidos conteúdos de 
geometria plana (linhas, ângulos, proporções) e de geometria dos sólidos (áreas, 
superfícies, volumes). O segundo livro (Book II) contém um tratado das secções 
cónicas e logaritmos e o terceiro (Book III) de trigonometria aplicada a problemas 
de fortificação. Temas como Mecânica, Projécteis, Armas, Hidrostática, Teoria de 
Bombas, Leis do Movimento ou Medida fazem parte do quarto e último capítulo 
(Book IV). 
Achamos a metodologia utilizada por Muller neste seu tratado de 
matemática aplicada às artes militares bastante apropriada ao público a que se 
destina. Revelando algumas características da estrutura axiomática dos Elementos 
de Euclides, em cada capítulo vai fornecendo as definições necessárias à 
compreensão dos assuntos que trata, contudo, sem aprofundá-las demasiado. Os 
resultados surgem de forma natural e são resolvidos utilizando, essencialmente, o 
raciocínio sintético e o cálculo de proporções. Muitos destes resultados ou são 
consequências das construções que propõe e representa, ou, então, são 
facilmente deriváveis de outras propriedades. O público-alvo está expresso no seu 
frontispício “For the use of the real Academy of Artillery at Woolwich” 52  e pelo que 
vimos é, sem dúvida, uma obra de cariz militar a ser utilizada por militares, com 
conteúdos bem escolhidos e melhor aplicados. 
No âmbito da matemática destacamos, ainda, Traité Analytique des sections 
coniques, fluxions et fluentes. Avec un essai sur les quadratures, et un traité du 
mouvement (1760), que consiste num grande tratado sobre as secções cónicas, 
fluxões e fluentes, quadraturas e leis do movimento. É o próprio Muller a admitir 
que as secções cónicas foram um tema sobejamente tratado, mas ainda assim 
acha que a sua obra poderá consistir num importante acréscimo ao assunto: 
“Mon premier dessein, lorque je composai cet Ouvrage, étoit d’eclaircir les príncipes de 
Mathématiques sur la Philosophie Naturelle du Chevalier Newton, & je me croyois bien récompensé 
de mon travail, si je pouvois y réussir.” 53 
                                                 
52 Frontispício em anexo. 
53 Muller (1760) preface p. iii 
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Muller destaca a obra de L’Hôpital (1661-1704), Traité analytique des 
sections coniques como um bom exemplo de um tratado analítico, embora faça 
algumas correcções nomeadamente ao nível das definições descritas. Contudo, 
confessa-se um adepto do método sintético ao invés do analítico: 
“Au reste, je ne fais usage de l’Algebre que dans des cas où j’ai cru rendre les 
démonstrations plus courtes et plus faciles &  j’ai préféré la synthese à l’analyse lorsque cela a pu se 
faire.” 54 
Esta é uma obra muito interessante e digna de um estudo aprofundado mas 
que ultrapassa os objectivos desta investigação. Embora, à partida, pudesse 
parecer mais natural analisarmos este tratado o facto de Elements of Mathematics 
ter um carácter conciso encerra uma abordagem mais próxima da utilizada em 
Princípios Mathematicos. 
 
As secções cónicas 
As secções cónicas marcam o tema do segundo capítulo da obra Elements 
of Mathematics. A parábola é a primeira curva a ser analisada, na secção I, onde é 
descrito um método mecânico que a 
define.   
Muller considera uma régua e dois 
esquadros, dispostos como indica a fig. 
3.14, de forma a que DL possa deslizar 
sobre EE, e uma linha FMf (de 
comprimento igual a Df) onde um dos 
extremos é fixado no ponto f do esquadro 
e o outro no ponto F do plano. Ao fazer-se 
deslizar o lado DL do esquadro sobre EE da régua e, segurando o fio em M, com 
um alfinete, por forma a que este permaneça esticado e muito próximo do 
esquadro, o alfinete descreverá em M a parte AM da curva. Procedendo de forma 
semelhante para o lado oposto, obtém-se a outra parte da curva AN que, 
juntamente com AM, formam a parábola. 
                                                 
54 Muller (1760) preface p. iv 
fig. 3.14 
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De seguida é atribuída a nomenclatura dos elementos da parábola: o foco F; 
o eixo, representado pela semi-recta AQ, perpendicular à recta EE a partir do foco 
F; a directriz EE; o parâmetro BF e o vértice determinado pelo ponto A.  
A constatação de que as distâncias MD  e MF  são iguais, assim como 
ABAF =  conduz ao primeiro teorema desta secção I. 
“Theorem:  
The square of any perpendicular MP to the axis, is equal to the rectangle made of the 
parameter and the corresponding abcissa AP. I say, 24 PMAPAF =× .” 55 
Para demonstrar esta afirmação o autor começa por observar que 
AFAPBPFM +==  e que AFAPFP −= , logo APFPFM 2=+  e 
então AFFPFM 2=− . Como FMP é um triângulo rectângulo segue-se que 
222 PMFPFM =− , logo ( )( ) AFAPFPFMFPFMPM ×=−+= 42 . Obtemos assim, 
com AFp 4= o parâmetro, a equação da parábola. 
2PMAPp =×                                                   (3.19) 
Na subsecção seguinte, 257, encontramos a relação existente entre as 
ordenadas e as abcissas, estabelecida pela seguinte proporção: 
AQ
AP
QN
PM =2
2
, note-se que 2QNAQp =× . 
“Which shews that the square of the perpendicular to the axis are always to each other as 
their corresponding abscissas.” 56 
O facto da abcissa aumentar infinitamente 
provoca uma abertura contínua nos ramos da 
parábola, a partir do vértice, na medida em que o 
quadrado da perpendicular PM aumenta de modo 
proporcional. Esta secção termina com alguns 
resultados referentes à determinação de 
tangentes à parábola e ao cálculo da área de um espaço parabólico (o qual recorre 
ao cálculo integral). A determinação da tangente à curva é feita de forma 
semelhante à que encontrámos em Bézout. Depois de descrever os procedimentos 
                                                 
55 Muller, J. (1765) p. 102 
56 Muller, J. (1765) p. 103 
fig. 3.15 
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fig. 3.16 
a seguir para a construção geométrica da curva, Muller demonstra que a linha 
obtida a toca apenas no ponto de tangencia. 
“Draw ML parallel to PA, and equal to the distance MF from the point M to the focus F, join 
FL: then the line MD, which is at right angles to the line FL will be the tangent required.” 57 
 
A segunda secção, um pouco mais longa 
do que a primeira, explora a elipse. À semelhança 
do que aconteceu na parábola, esta também se 
inicia com a descrição de uma possível 
construção mecânica58. 
Fixando os dois extremos de um fio FMf em 
dois pontos fixos F e f, tal que a distância que 
separa estes dois pontos seja menor do que o comprimento do fio, e se com um 
alfinete, M, se mantiver a corda esticada, ao movimentá-lo o alfinete descreve uma 
linha curva MANA a que se dá o nome de elipse. 
Tal como no caso da parábola, são definidos os elementos principais da 
elipse, entre eles: os focos F e f; o eixo maior ou primeiro eixo Aa, determinado 
pelos extremos da curva e que passa pelos focos; o centro C; eixo menor ou 
segundo eixo Bb, determinado pela perpendicular ao eixo maior e que passa pelo 
centro C; o parâmetro, determinado pela terceira proporcional da metade dos eixos 
maior e menor, e o diâmetro. 
O autor facilmente conclui que afAF =  e que AafafAFAfA =+=+ , e 
observa que como as distâncias de f  e F  ao centro são iguais tem-se que 
CaCA =  logo CfCF =  pois afAF = . Ou ainda, ACfmFM =+  que mais não é do 
que a propriedade principal da elipse que refere que a soma das distâncias a dois 
pontos fixos é constante e maior do que a distância entre eles. Essa constante é 
igual à medida do eixo maior, como já tivemos oportunidade de ver em Bézout ou 
em Euler. 
                                                 
57 Muller, J. (1765) p. 103 
58 Vulgarmente conhecida como “Método do Jardineiro”. 
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Procedendo de forma semelhante à utilizada com a parábola, ou seja, por 
observação das propriedades geométricas da figura, nomeadamente pela 
possibilidade de utilizar o Teorema de Pitágoras, Muller conclui que 
“The difference between the squares of FB half the first axis and the distance CF, of the 
focus from the center, is equal to the square of half CB the second axis; or because FCFBFa += , 
and FCFBFA −=  we have 2BCFaAF =× ” 59 
Tal como Euler e Bézout, também Muller considera o eixo maior igual ao 
eixo menor na elipse para obter o círculo. 
O teorema que se segue a estas propriedades refere-se à igualdade de 
segmentos da elipse, nomeadamente, seguindo a notação da figura, FMAX = e 
MfaX = , onde X  é tal que CX é quarta proporcional de CA , CF  eCP , ou seja 
CXCPCFCA :::: . A demonstração recorre essencialmente a métodos de análise 
de propriedades geométricas da figura. 
Os restantes conteúdos deste capítulo focam diversas propriedades da 
elipse, entre as quais as que envolvem diâmetros, diâmetros conjugados e 
tangentes. No que concerne ao diâmetro e aos diâmetros conjugados destacamos 
os seguintes resultados: 
“…the second axis is the conjugate diameter to the first axis, and that the perpendicular MR 
to that axis, are its ordinates.” 60 
“Any line MN passing through the center C, and being terminated by the ellipsis, will be 
bissected by the center. I say CM=CN”  61 
Uma conclusão comum neste contexto é a que afirma que na elipse todos os 
diâmetros passam no centro. A tangente é abordada, primeiramente, pela 
resolução do problema que consiste em desenhar a tangente a um ponto, sendo, 
posteriormente, tratada em diversos contextos. 
A hipérbole é introduzida, também, através da descrição do método 
mecânico que nos permite construí-la. O autor considera, então, duas réguas fixas 
em dois pontos sobre uma recta XQ e une-as com dois fios de comprimento inferior 
à distância entre esses dois pontos fixos F e f, fixando-os nas extremidades 
                                                 
59 Muller, J. (1765) p. 109 
60 Muller, J. (1765) p. 111 
61 Muller, J. (1765) p. 113 
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opostas das réguas. Nos pontos M e m 
permanecem dois alfinetes que traçam a 
curva e, simultaneamente, fazem com que o 
fio permaneça esticado e junto às réguas. O 
movimento dessas réguas e do ponto M faz 
com que se descreva um ramo da hipérbole, 
MAE, seguindo a notação da fig. 3.17. O 
outro ramo da curva pode ser descrito 
seguindo o mesmo procedimento para o 
ponto m. 
Segue-se a atribuição da nomenclatura dos diversos elementos que 
compõem a hipérbole: os focos f e F; o eixo Aa, que passa pelos focos e é 
determinada pelos dois ramos opostos da hipérbole e o centro C, que bissecta o 
eixo principal e o segundo eixo, Bb, perpendicular a Aa.  
A propriedade principal da hipérbole, utilizada para a sua construção em 
diversos contextos, consiste em considerá-la como um conjunto de pontos do plano 
tais que o módulo da diferença das distâncias a dois pontos fixos é constante e 
menor que a distância entre eles, é referida neste capítulo da seguinte forma: 
“The difference between the length of the rules and that of thread is equal to the first axis Aa; 
for when the edge of the ruler fD coincides with that axis, then will FMfMAFfA −=− , or, 
because aAfafA += , FMfMaA −= . Hence, if lines are drawn from the two focis f, F to any 
point M in the hyperbola, the difference between these lines will be always equal to the first axis”  62 
À semelhança do que ocorreu com a elipse, são exploradas diversas 
propriedades geométricas da curva. O método de demonstração utilizado recorre, 
essencialmente, à teoria das proporções, não requerendo pré-requisitos 
significativos ao nível da álgebra. Esta forma de demonstração retrata o raciocínio 
sintético utilizado na geometria grega.  
O problema da determinação da tangente a um ponto da curva é resolvido 
com o recurso às suas propriedades geométricas, e tendo em consideração a 
propriedade principal da hipérbole. Posteriormente, Muller define assímptota da 
hipérbole. 
                                                 
62 Muller, J. (1765) p. 120 
fig. 3.17 
 
| CAPÍTULO 3        
 
108
fig. 3.18 
 
“The two lines nT, RS, drawn through the 
center C of the opposite hyperbolas, parallel to the lines 
Ab, AB, which join extremities of the two axes Aa,AB 
are called Assimptotes ” 63 
Depois do estudo de algumas 
propriedades relacionadas com a hipérbole, 
Muller apresenta a definição de diâmetro e 
de diâmetros conjugados. 
“If from the extremity A of a diameter, two lines 
AB, aB, are drawn parallel to the assymptotes, so as 
meet a line Bb, parallel to the tangent at A; this line Bb is said to be conjugate diameter to the 
diameter Aa ” 64 
O raciocínio utilizado numa das últimas demonstrações é o ponto de partida 
para o estudo dos logaritmos, que são utilizados neste contexto, por exemplo, para 
calcular a área de um segmento de hipérbole, tal como acontece em Ensaio sobre 
as Minas. 
Como temos vindo a verificar a abordagem utilizada é nitidamente sintética, 
no entanto é curiosa a semelhança existente com o Traité analytique des Sections 
Coniques de L’Hospital, nomeadamente nas figuras que utiliza e na estrutura com 
que apresenta os conteúdos (iniciando com a parábola, sua construção mecânica, 
suas definições e propriedades prossegue com a elipse e a hipérbole, focando os 
mesmos assuntos). 
Como comentário final à obra e ao seu autor, enfatizamos, uma vez mais, o 
carácter prático de Elements of Mathematics, a preocupação pedagógica de Muller 
na escolha dos conteúdos matemáticos mais apropriados ao tratamento de 
assuntos militares e a facilidade com que os aplicou. 
                                                 
63 Muller, J. (1765) p. 120 
64 Muller, J. (1765) p. 127 
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4. As secções cónicas na obra de Anastácio da Cunha:  
4.1. As secções cónicas em Principios Mathematicos 
4.1.1. O livro XIV 
O livro XIV dos Principios Mathematicos, que aborda conceitos de geometria 
analítica, é composto por 24 páginas, constituindo um dos maiores desta obra. O 
método de exposição adoptado neste livro não difere, de forma significativa, da 
estrutura habitual utilizada por Anastácio da Cunha no decorrer desta obra. De 
facto, a uma sequência de definições, que sustentam os conteúdos abordados no 
capítulo, segue-se um conjunto de problemas, proposições, corolários ou scholios, 
dos quais são apresentadas, na sua maioria, demonstrações, resoluções ou 
propostas de resolução. Os conceitos abordados neste livro XIV referem-se às 
curvas algébricas, com uma incidência nas curvas de segundo grau, ou seja, nas 
secções cónicas.  
Iniciaremos o nosso estudo abordando os conteúdos pela ordem de 
exposição do livro, primeiro as definições depois os problemas, dos quais 
teceremos alguns comentários, nomeadamente, no que se refere a possíveis 
paralelismos existentes entre esta obra e as que analisámos anteriormente. 
Poderemos, também, estabelecer algumas analogias com abordagens actuais.  
 
a) Definições: 
Expostas no início do livro, as definições abrangem simultaneamente 
conceitos clássicos da geometria elementar e analítica. As três primeiras referem-
se à construção de um sistema de coordenadas, no qual se considera uma recta e 
a sua perpendicular para definir abcissa e ordenada. 
“Definição I  
Seja huma linha proposta, descrita em hum plano: faça-se no mesmo plano um ângulo 
rectilíneo, e escolha-se hum dos seus lados para se chamar base: qualquer recta parallela 
ao outro lado e terminada pela linha proposta e pela base, se chamará ordenada; a parte 
da base entre a ordenada e o vértice do ângulo, se chamará abcissa; o vertice do angulo 
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se chamará origem das abcissas; a abcissa e a ordenada se chamaraõ coordenadas; e a 
equação, por meio da qual, dada qualquer das coordenadas; e  a equaçaõ, por meio da 
qual, dada qualquer das coordenadas, se determina a outra, se chamará equação da linha 
proposta.” 
Esta definição difere, em certa medida, da definição proposta por Euler. 
Enquanto que para Euler a abcissa é definida recorrendo ao conceito de variável, 
parece-nos que Anastácio da Cunha lhe atribui um papel menos dinâmico, 
dependente da posição do ângulo.  
“The parts of the axis, AP, by which the determined values of x are indicated, are called 
abscissas. The perpendiculars PM, reaching from the abscissas to the curve, are called the 
ordinates.” 1 
Esta correlatividade do ângulo para definir sistema de coordenadas 
demonstra-nos características cartesianas. Repare-se que para Descartes a 
equação de um lugar geométrico só é válida para o ângulo do eixo coordenado 
pré-estabelecido. E para Bézout, vemos que as ordenadas e abcissas não são 
definidas nem partindo do conceito de variável, nem fazendo referência à medida 
do ângulo formado entre os eixos, mas sim como uma aplicação específica a uma 
curva (fig. 3.6).  
“Les lignes Ap, ou mp’, qui mesurent la distance de chaque point m à l’une OAO des deux 
lignes de comparaison, s’appellent les abscisses; & les lignes mp ou p’A qui mesurent la distance 
à l’autre ligne AB de comparaison, s’appelle les ordonnées; la ligne AB, s’appele l’axe des 
abscisses (…) Les lignes Ap, pm, se nomment d’un nom commun, les coordonnées de la courbe” 2 
 Na medida em que Muller não utiliza ferramentas da geometria analítica, não 
define, também, de forma rigorosa estes elementos. 
À relação existente entre a abcissa e a ordenada, Anastácio da Cunha 
denomina equação da linha proposta, que é determinada na definição IV: 
“Definição IV:  
 Representem x e y as coordenadas, e .&,,,, cδγςα numeros positivos ou negativos ou 
cifras: se a equação for comprehendida nesta formula:  
                                                 
1 Euler, L. (1990) p. 7 
2Bézout, E. (1775) p. 369 
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 Sendo finito o numero dos termos, a linha proposta se chamará algebraica; e da primeira 
ordem, ou da segunda, ou da terceira, e assim por diante, conforme for 1, ou 2, ou 3, e 
assim por diante, o número dos factores de x ou y, ou x e y no termo onde houver mais 
desses factores.” 3 
Estas definições assemelham-se às determinadas por Euler. A notação 
utilizada na equação geral de curvas de qualquer grau também goza de algumas 
semelhanças, embora Anastácio da Cunha tenha organizado, de forma inteligente, 
a equação por colunas de graus iguais4. É de facto, uma abordagem vantajosa 
relativamente à de Euler que a define como  
....0 322 +++++++= xyxyxyx ηζεδγβα . 
na medida em que facilita a visualização de uma equação geral de qualquer ordem, 
assim como dos termos que a constituem. 
Um último aspecto a salientar é que Anastácio da Cunha, ao contrário de 
Bézout e Euler, não distingue curvas algébricas de outras curvas contínuas, assim 
como não explica o porquê de denominá-las por algebraicas. Este termo não 
aparece em Muller nem em Bézout (que apenas fazem a distinção entre curvas 
que podem ser descritas por equações, ou leis, e curvas impossíveis de descrever 
por equação), mas é pormenorizadamente explicado por Euler5, que divide as 
curvas contínuas em algébricas e transcendentes mediante a curva estabeleça 
uma função entre a ordenada e a abcissa, respectivamente, algébrica ou 
transcendente. 
“Since we have reduced our knowledge of curves to that of functions, there are as many 
different kinds of curves as there are of the functions we have seen before. For this reason it is 
reasonable to divide the curves into algebraic and transcendental. A curve will be algebraic if the 
ordinate y is an algebraic function of the abscissa x (…). A transcendental curve is one whose 
                                                 
3Na transcrição desta definição já constam as correcções propostas pela errata final página 310. 
4 Oportunamente desenvolveremos este assunto com mais pormenor. 
5 Euler, L. (1990) p. 8 
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nature is expressed by a transcendental equation in x and y, or an equation in which y is equal to a 
transcendental function x” 6 
 Posteriormente, são definidos os elementos necessários à definição de 
secção cónica, que são antecedidos pela descrição das propriedades geométricas 
de uma pirâmide e de uma pirâmide cónica. O conceito de secção cónica surge, 
naturalmente, como resultado de diferentes cortes numa pirâmide cónica. Esta 
abordagem geométrica contraria a tendência dominante da época em fazer uma 
primeira apresentação algébrica das diferentes secções cónicas, partindo das 
propriedades geométricas principais ou das equações de segundo grau7.  
“Definição VI:  
Se a base for círculo, a pyramide se chamará pyramide cónica; e se hum plano a cortar 
sem passar pelo vertice, a secção commua a esse plano e á superficie que a recta infinita 
descreveo, se chamará secçaõ cónica.” 
Ao considerar diferentes posições do plano de secção obtém, então, as três 
secções cónicas. 
“Definição VII:  
Quando a secçaõ conica encerra espaço sem ser círculo, chama-se ellipse; quando tem 
quatro ramos infinitos, hyperbola; e quando tem só dois, parábola.” 
 A definição dos elementos que compõem uma curva como o eixo principal, 
o vértice principal, o diâmetro ou o centro da curva encerram o conjunto de 
definições. 
“Definição VIII:  
A recta que corta pelo meio todas as cordas que são parallelas a huma mesma recta, 
chama-se diametro.” 
“Definição XII:  
O ponto, onde todos os diametros concorrem, chama-se centro da curva.” 
Achamos que a forma como Anastácio da Cunha expôs a suas definições e 
a tipologia que destas escolheu abordar é original para um estudo deste género. 
Em primeiro lugar, porque consegue, num conjunto mínimo, abranger todos os 
                                                 
6 Ibidem 
7 Bézout também faz esta abordagem mas apenas nas reflexões finais e não como forma de introduzir o tema. 
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termos necessários e, depois, porque na selecção que fez abordou 
simultaneamente conceitos de geometria analítica, geometria plana e geometria 
dos sólidos. E se à primeira vista possam parecer um pouco descontextualizadas e 
confusas, uma análise pormenorizada deste livro XIV revela-nos que os termos 
estão definidos na justa medida da sua necessidade e que nem sempre a 
organização da matemática por “compartimentos” uni-disciplinares se demonstra 
vantajosa comparativamente à interligação de conceitos. 
 
b) Os Problemas  
 
“ (…) as questões da Geometria podem ser tratadas por dous methodos mui distinctos: hum 
consiste em determinar as equações das linhas, que contém os pontos, que se procurão, partindo 
das propriedades destas linhas; e o outro, a deduzir immediatamente da consideração dos 
triângulos semelhantes, e dos triângulos rectângulos, que aprezenta a figura resultante do problema 
proposto supposto resolvido (…) ás relações das rectas que determinam a pozição desses pontos. 
O primeiro destes methodos, que muitas vezes he mais elegante, que o segundo, he sempre o mais 
geral; porém o segundo he frequentemente mais simples;” (Lacroix)8 
 
Anastácio da Cunha prossegue com uma sequência de onze problemas, e 
respectivas consequências e scholios, essencialmente relacionados com 
propriedades das secções cónicas. São diversos os exemplos em que é utilizado o 
segundo método acima referido por Lacroix, de deduzir a equação de uma linha 
utilizando triângulos semelhantes e triângulos rectângulos da figura que descreve o 
problema proposto. O primeiro problema, que consiste em encontrar a equação da 
linha recta, é um exemplo da utilização desse método, 
conhecido desde a Antiguidade: 
“Problema I:  
Achar a equação da linha recta. 
Seja AB a recta proposta. Tire-se huma recta CD: escolham-
se em AB dois pontos A, B: tirem-se AC, BD 
perpendiculares a CD: represente EF qualquer ordenada, e 
seja C a origem das abcissas. Chama-se AC, a; BD, b; CD, 
c; CE, x; e EF, y.  
                                                 
8 Lacroix, S. F. (1812) pp. 80-81 
fig. 4.1 
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Será9  ayxabc −− ::::  
E logo ( ) xabaccy −=−  
Ou ( ) cyxabac −−+=0 ” 
Após obter a equação que representa a recta e verificar que esta é do 
primeiro grau, Anastácio da Cunha conclui que qualquer equação de primeira 
ordem é uma recta.  
O primeiro scholio deste problema garante que a equação de uma recta 
paralela a AB será 0=y . Já o Scholio 2 identifica a linha recta, como uma linha de 
primeira ordem, e vice-versa, enquanto que o terceiro refere-se a linhas de outras 
ordens. 
É com o problema II que Anastácio da Cunha começa a explorar as secções 
cónicas. Partindo da construção das secções num cone, obtém uma equação de 
segundo grau. 
“Problema II:  
Achar a equação da secçaõ conica.” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
“Seja ABC a secção cónica, e não esteja em plano paralelo à base da pyramide, seja D o 
vértice da pyramide; AECF a secção cónica commua á superfície cónica e a hum plano 
parallelo á base da pyramide; e recta AC, a secção commua aos planos ABC, AECF: corte-
se AC em duas partes iguaes em G com a perpendicular EF: tirem-se DE, DF, e seja BG a 
secção commua aos planos ABC, EDF: mostra-se facilmente que AECF he círculo; EGF, o 
seu diametro; e que o plano EDF passa pelo centro de qualquer outra secção circular 
                                                 
9 A expressão ayxabc −− ::::  descreve a proporção “ c  está para ( )ab −  assim como x está para 
( )ay −  que corresponde, actualmente, a 
ay
x
ab
c
−=− . 
fig. 4.2
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paralela a AECF, cortando, por consequencia em duas partes iguaes qualquer outra corda 
parallela a AC. Represente pois BG a abcissa x, e AG a ordenada y, e chame-se BD a. Os 
angulos dos triângulos BFG, DEF são dados, e logo dadas as razoens dos lados em cada 
triangulo. 
Seja pois nxBFmxGF == ,  
Então  ( ) npxpanxapDFpEF +=+=×=  
E mxnpxpaEG −+=  e pois é GFEGAG ×=2  
Então ( )mxnpxpamxy −+=2 .  
Isto é ( ) 220 yxmnpmmpax −−+= ”                                                                            (4. 1) 
 O ponto de partida para a resolução do Problema II é a observação das 
secções produzidas num cone por planos em diferentes posições. Se 
manusearmos convenientemente as entidades geométricas envolvidas, e 
atribuirmos a cada uma destas uma variável, obtemos sempre uma equação de 2º 
grau. A construção proposta por Anastácio da Cunha baseia-se na estrutura 
clássica apresentada pela primeira vez por Apolónio e comum em diversos estudos 
das cónicas, nomeadamente em Bézout, por se caracterizar, uma vez mais na 
construção de triângulos semelhantes e no uso das proporções. Embora Bézout e 
Anastácio da Cunha tenham utilizado processos semelhantes10, o resultado final 
apresenta diferenças significativas. No primeiro encontramos equações para as 
diferentes secções cónicas (nomeadamente para o círculo) e em Anastácio da 
Cunha obtemos uma equação de segundo grau mais geral. Euler na análise das 
cónicas que apresentou em Introductio in Analysin Infinitorum não fez uso das 
secções do cone para obter as equações de 2º grau pois, como ele próprio explica, 
apenas quer analisar as propriedades das secções cónicas que derivem da análise 
das suas equações: 
 “These lines, which are also called CONIC SECTIONS, have quite a few significant 
properties (…). A knowledge of these properties has been judged to be so important, that a good 
number of authors treat this matter immediately after elementary geometry.(…) We will investigate 
here only those properties which flow directly from the equation.” 11 
                                                 
10 Repare-se, também, na semelhança existente entre as figuras 3.10 e 4.2. 
11 Euler, L. (1990) p. 44 
| CAPÍTULO 4 
 
116
fig. 4.3 
 Na adaptação da linguagem clássica à moderna, nomeadamente ao aplicar 
a álgebra à geometria, Anastácio da Cunha segue a linha de Descartes, em La 
Géométrie. Explora as características geométricas das entidades envolvidas, para 
depois, fazendo uso de um sistema de coordenadas, obter as expressões 
algébricas que melhor representam as propriedades estudadas. 
A consequência essencial deste Problema II, já apresentada por Descartes, 
corresponde ao resultado que actualmente conhecemos para definir secção cónica: 
Definição: 
“Chama-se cónica ao conjunto dos pontos do espaço afim 2ℜ que 
satisfazem uma dada equação polinomial de grau 2, com duas variáveis.” 12 
Anastácio da Cunha opta por apresentar este resultado em dois corolários 
distintos. No primeiro refere-se à equação de segundo grau do género de (4.1) e no 
segundo, generaliza, a equação de segundo grau.  
“Corolário(Prob II, 1):  
Toda a linha, cuja equação tem esta forma 220 yxx ξδς ++= é secção cónica.” 
A demonstração deste corolário consiste na construção da curva em questão 
na pirâmide cónica (cone). Para atingir este objectivo, faz uma comparação entre a 
equação (4.1) e a equação dada. Desta comparação resulta que ξ
δξ
mn
mp −=
2
 e 
ξδ
ς
2m
na −= . Para estes valores e considerando, na fig. 4.2, GB
GFm =  e 
BG
BFn =  e  
BDa = obtém-se o pretendido. 
“Corolário(Prob II, 2):  
Toda a linha de segunda ordem13 é secção cónica.” 
Para demonstrar o corolário II, procede-se à 
construção geométrica da fig. 4.3 para, posteriormente, 
demonstrar que a cada uma das abcissas 
corresponderão duas ordenadas simétricas. Para se comprovar esta afirmação 
                                                 
12 Monteiro, A. (2001) p. 276 
13 De notar que a linha de segunda ordem refere-se, de acordo com a definição IV, à linha cuja representação 
algébrica consiste numa equação polinomial, de grau dois a duas variáveis. 
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basta resolver a equação geral da linha algébrica de 2º grau- 
220 yxyxyx ξεδγςα +++++= - em ordem a y, que, fazendo uso da fórmula 
resolvente, resulta em: 
( ) ( ) 222 4224
2
1
2
xxxy δξεςξγεαξγξξ
εγ −+−+−±−−=    .                   (4.2) 
Impondo a condição de que a expressão ξ
εγ
2
x−−  se anule, obtêm-se as duas 
soluções simétricas, como se pretende. Esta suposição conduz a duas hipóteses, 
ou 0== εγ  ou ε
γ−=x . Se se verificar a última destas, obtêm-se dois pontos 
(cónica degenerada), enquanto que a primeira das condições conduz-nos a uma 
secção cónica (pois a cada abcissa correspondem duas ordenadas simétricas, 
como facilmente se observa na expressão (4.1)). 
Mas como, por construção, a curva ABC passa na origem das coordenadas 
quando 0=x  então 0=y , pelo que o termo independente será também nulo. 
Acha-se, assim, uma expressão do género 220 yxx ξδς ++= , que, pelo Corolário 
anterior (Prob II, 1), constitui uma secção cónica. 
Actualmente, na disciplina de Álgebra Linear e Geometria Analítica, este 
resultado é o ponto de partida para um estudo exaustivo das equações 
quadráticas, onde, através de sucessivas transformações, é possível obter as 
equações correspondentes a cada uma das diferentes cónicas. 
Proposição 
“Toda a equação polinomial de 2º grau, com duas variáveis 
0222 2112
2
22
2
11 =+++++ cybxbxyayaxa representa uma cónica (degenerada ou 
não degenerada).” 14 
O Corolário 4 constitui um importante resultado deste livro no contexto da 
definição e da classificação das secções cónicas, que é feita analisando, na 
equação que as representa, o sinal do coeficiente do termo x2.  
 
                                                 
14 Monteiro, A. (2001) p.277 
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“Corolário(Prob II, 4):  
A expressão ( ) ( ) 222 4224
2
1
2
xxxy δξεςξγεαξγξξ
εγ −+−+−±−−=  mostra que a 
curva he parabola quando 042 =− δξε , hyperbola quando 042 >− δξε , e ellipse ou círculo 
quando 042 <− δξε .” 
 O método utilizado para demonstrar este resultado foi a manipulação 
algébrica da expressão (4.2). Supondo cada uma das situações 042 =− δξε , 
042 >− δξε , 042 <− δξε , Anastácio da Cunha conclui: 
 “ seja 042 >− δξε  (…) não haverá valor de x, com 1>x  e 
C
BAx +>  (…) que não 
faça BxACx +>2 , e logo BxACx ±±>2 , e logo 2CxBxA +±±  positivo; e isto, ou x seja 
positivo ou x seja negativo; porque 2Cx sempre fica positivo, mas em quanto x faz 
2CxBxA +±± positivo, correspondem-lhe dois valores de y reaes; logo da parte de x affirmativo 
tem a curva dois ramos infinitos, e da parte de x negativo outros dois.” 
 Ao mostrar que BxACx ±±>2  faz notar que para todos os valores de x, 
positivos ou negativos, existem, dois ramos infinitos, ou seja, as duas extremidades 
infinitas de um ramo de hipérbole. 
  Na suposição de que 042 <− δξε  é utilizado um raciocínio análogo, 
embora as conclusões sejam opostas. Concluímos que para qualquer valor de x, tal 
que 1>x  e 
C
BAx +> , a expressão 2CxBxA −±±  corresponde a um valor negativo 
o que torna y imaginário (note-se (4.2)) e representando uma curva fechada, elipse 
ou círculo: 
“Logo neste caso não tem a curva ramos infinitos; e logo ou he ellipse ou círculo; pois a 
formação das secções cónicas na pyramide mostra que a secção, quando não tem ramos infinitos, 
encerra espaço, e quando encerra espaço, ou he ellipse ou círculo.” 
 A parábola é obtida da assumpção de que 042 =− δξε  , onde se obtém C 
nulo. Conclui-se, então, que BxA +±  é positivo para qualquer x positivo e 
B
Ax >  e 
que BxA −±  é positivo para qualquer x negativo e 
B
Ax >  logo: 
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 “Tem por consequencia a curva dois ramos, que se entendem infinitamente: porém só dois; 
porque x é positivo e 
B
Ax >  faz BxA −±  negativo e x negativo e 
B
Ax >  faz BxA +±  
negativo.” 
Embora Euler obtenha a expressão δξε 42 −  quando determina as raízes da 
equação de segundo grau, não a utiliza para associar uma equação à curva 
correspondente, utilizando, antes, a equação15 22 xxy γβα ++= , em que x e y 
denotam coordenadas rectangulares. A distinção é então feita estudando os casos 
em que 0>γ , 0<γ  e 0=γ . A sugestão de Bézout, que vai ao encontro da 
abordagem feita por Anastácio da Cunha, utiliza a mesma expressão, apenas com 
nomenclatura diferente que corresponde à utilizada nos coeficientes das equações. 
Pensamos que o método utilizado por Bézout e Anastácio da Cunha são um pouco 
mais abrangentes que o de Euler por não necessitarem, necessariamente, de uma 
mudança de variável, permitindo analisar qualquer equação do segundo grau com 
duas variáveis completa. 
Este resultado é, ainda, equivalente a um resultado actualmente utilizado 
para classificar as cónicas e que recorre a matrizes e respectivos determinantes. 
 Representando A, B, C, F, G, H números reais com A, B, C diferentes de 
zero16, consideremos a seguinte equação de 2º grau: 
022 =+++++ HGyFxyCBxyxA .                                             (4.3) 
 Ao considerarmos as seguintes matrizes 
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
CB
BA
M
2
1
2
1
 ,  ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=
G
F
J  e ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=
y
x
X  
podemos reescrever (4.3) utilizando cálculo matricial: 
HXJMXXX TT ++=Φ )(   
Neste contexto, a diagonalização da matriz M com uma determinada matriz 
P ortogonal, seguida de uma mudança de coordenadas e do cálculo dos valores 
próprios de M, são exercícios rotineiros de Álgebra Linear e Geometria Analítica 
                                                 
15 Obtida depois de uma mudança de eixos e de origem. 
16 A condição de A, B e C serem diferentes de zero justifica-se pelo facto de estarmos a considerar uma 
equação de 2º grau. 
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que nos permitem obter, partindo de equações do tipo (4.3) informações 
necessárias para distinguirmos e classificarmos a cónica correspondente a uma 
dada equação. Desta forma, o conhecido “teste ACB 42 −=Δ ” para as cónicas 
torna-se de grande utilidade: 
Teorema:17 
“Uma cónica não degenerada de equação 022 =+++++ HGyFxyCBxyxA  
e matriz 
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
=
CB
BA
M
2
1
2
1
 pode classificar-se da seguinte forma: 
(a) Se 0det <M  representa uma hipérbole 
(b) Se 0det =M  representa uma parábola 
(c) Se 0det >M  representa uma elipse” 
Note-se que este teorema mais não é do que o resultado apresentado pelo 
Corolário (Prob II, 4), na medida em que 2
4
1det BACM −= . O que corresponde, na 
linguagem utilizada por Anastácio da Cunha, a 2
4
1det εδξ −=M . Se 
considerarmos, por exemplo, 0det <M  então temos 0
4
1 2 <− εδξ , o que equivale à 
condição imposta por Anastácio da Cunha 042 >− δξε  e que representa a 
hipérbole. 
A classificação das cónicas através das respectivas equações polinomiais, 
pode não constituir um processo simples. De facto, pode ser necessário proceder a 
uma mudança de variáveis ou de origem, de forma a tornar aquela que pode ser 
uma expressão complexa, num referencial, numa expressão simples noutro. 
Anastácio da Cunha não é alheio à importância deste processo, como comprova o 
próximo corolário que pretende identificar a curva referente à equação proposta. 
                                                 
17 Brannan, D. et al (1998) p.34 
 
AS SECÇÕES CÓNICAS NA OBRA DE ANASTÁCIO DA CUNHA |        
     
 
121 
A atribuição de uma curva a uma equação, objecto de estudo dos próximos 
corolários, é feita como seria de esperar, pela utilização do resultado obtido no 
corolário 4.  
“Corolário(Prob II, 5):  
A equação xyxyx ++++= 20 δγςα  pertence á hyperbole.”  
 
“Represente AB x, e BC y. Mude.-se de ângulo e seja CD a nova 
ordenada z, e AD a sua abcissa u: denote m a razão  
CD
BD
 e  n 
CD
BC
 ; será mzux −= , e nzy = . Escrevendo mzu −  em 
lugar de x, e nz em lugar de y na equação proposta, sairá esta 
( ) ( ) ( ) 22 20 mznmuzmnuzmnu −+−++−++= δδδςγςα :  
e ( ) ( ) 22 42 nmnmmn =−−− δδδ , número sempre positivo, será logo a curva hyperbola”  
O estudo de diversas equações, com diferentes termos, também é objecto 
de estudo de Bézout e de Euler e o método que utiliza é, também, semelhante.  
De forma análoga e utilizando o resultado obtido no corolário 5 Anastácio da 
Cunha prova, também o corolário 6. 
“ Corolário(Prob II, 6):  
A equação 20 xyx +++= γςα  pertence á parabola.” 
Os Corolários 7 e 8 referem-se ao diâmetro e centro 
de uma elipse ou de uma hipérbole. Conclui-se, com o 
Corolário 7, que o diâmetro da elipse e da hipérbole tem 
centro e que esse centro, que é origem das abcissas, tem 
a forma de 220 yx ++= δα . O corolário seguinte garante 
que: 
“o centro de qualquer diametro de elipse ou hipérbole he também centro de dois eixos 
principaes que nelle se cortam perpendicularmente.” 
e constitui um exemplo de uma demonstração que utiliza plenamente as 
ferramentas da álgebra aplicadas à geometria. Este Corolário 8 apresenta uma 
metodologia diferente da usual pois o enunciado apenas ocorre no final da 
fig. 4.4 
fig. 4.5 
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demonstração do corolário. Seguem-se dois Corolários, 9 e 10, que se referem à 
equação da circunferência.  
“Corolário(Prob II, 9):  
A expressão 220 yx ++= α , sendo recto o ângulo das coordenadas, e α  negativo, 
pertence evidentemente ao círculo que tem por semidiametro α− .” 
O Corolário 10 constitui uma observação ou consequência do uso das 
coordenadas rectangulares e permite encontrar os valores de x e de y que 
permitem transformar a equação 20 xyx +++= γςα  em 220 yx ++= α . Já no 
Corolário 11 é feita uma comparação da equação geral 
220 yxyxyx ξεδγςα +++++=  com a equação 
( ) 2222 20 yFmDnxynDDxynBBxA ++−+−+= , obtida por mudança de 
coordenadas da equação inicial 220 zFDuBuA +++= . O resultado desta 
comparação consiste num conjunto de condições que os diferentes termos da 
equação devem obedecer para que esta pertença a uma base que seja diâmetro.  
Prosseguindo com os Corolários do Problema II, encontramos o Corolário 
12: 
“Corolário(Prob II, 12):  
 Toda a recta que passa pelo centro de hum diametro 
de ellipse ou hyperbola, he diametro, excepto duas, quando a 
curva he hipérbole; as quaes, quanto mais se produzem, mais 
se avisinhão da curva, sem jamais a encontrarem, e de sorte, 
que proposta qualquer recta, sempre se pode conduzir de 
algum ponto da curva a qualquer das duas exceptuadas huma 
perpendicular menor que a recta proposta.” 
 
 Este corolário não estabelece mais do que a propriedade, ainda hoje 
estudada no Ensino Secundário, de que a distância de um ponto da curva à 
assímptota tende para zero à medida que a abcissa tende para infinito. Anastácio 
da Cunha recorre, como já tem sido hábito, a uma construção geométrica da 
situação e, estabelecendo relações com a utilização da semelhança de triângulos, 
procede a uma transformação de coordenadas. A equação na qual ocorre essa 
transformação é a obtida no Corolário 7 220 yx ++= δα .  
fig. 4.6. 
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No corolário seguinte, é demonstrado que: 
“Corolário(Prob II, 13):  
O centro de qualquer diâmetro de ellipse ou hyperbola, he centro de todos os diâmetros, e 
por consequencia centro da curva.” 
 
 
 
 
 
 
A demonstração deste corolário segue um método pouco utilizado nos 
Principios Mathematicos, a redução ao absurdo. Começando por supor a existência 
de dois centros pode-se concluir a existência de duas origens na cónica o que 
constitui uma impossibilidade. Desta impossibilidade resulta que os dois diâmetros 
de elipse ou da hipérbole não podem apresentar centros diferentes. 
É interessante notar que tanto Bézout como Muller não aplicaram este 
resultado ao caso geral mas apenas a algumas curvas como a elipse servindo-se 
dele para concluir que além de passar no centro são bissectados por este: 
Theorem:  
“Any line MN passing through the center C, and being terminated by the ellipsis, will bisect 
by the center.(…) all diameters in the ellipsis pass through the center.” 18 
“Tous les diametres de l’elipse se coupent en deux parties égales au centre.” 19 
 Estes resultados assemelham-se aos obtidos por Euler: 
“all diameters IG and ig pass through the same point C. Once this point is found, all 
diameters pass through it and conversely, all chords which pass through the point are diameters 
which bissect all chords drawn with a certain angle. Since this point in any second order line is 
unique and all diameters pass through it, it is usually called the CENTER of the conic section.” 20 
Para terminar o conjunto de corolários do Problema II, surge o Corolário 14 
que mais não é do que a aplicação do Corolário 12 ao círculo. 
                                                 
18 Muller, J. (1765) pp.113-115 
19 Bézout, E. (1775) p. 394 
20 Euler, L. (1990) pp. 57-58 
fig. 4.7
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Um dos temas largamente discutidos em geometria, e especificamente em 
Geometria Analítica, tem sido o estudo das condições necessárias e suficientes 
que nos permitem construir uma solução algébrica representativa de um dado 
conjunto, dotado de certas propriedades. Sabemos que para desenhar, ou 
escrevermos a equação, de uma recta no plano euclidiano, são necessários dois 
pontos, ou que para obtermos uma circunferência o conhecimento do seu raio e do 
seu centro é suficiente. A questão de quantos pontos serão necessários para 
desenhar uma secção cónica remonta à antiga Grécia, e, desde então, figura na 
maioria dos estudos que se têm feito sobre elas. 
“Problema III:  
Dados cinco pontos de huma secção cónica determina-la.” 
 
 
 
 
 
 
 
 
“Sejam A, B, C, D, E os pontos dados. Não deve haver tres em linha recta, aliás poderia a 
expressão da ordenada ter tres valores, quando so pode ter dois. Por quatro dos pontos dados 
tirem-se duas rectas AD, BE que se cortem em algum ponto F: pelo quinto ponto C tire-se CG 
parallela a BE, que encontrará AD em algum ponto G. Seja A origem das abcissas, AD base, e AFB 
o angulo das coordenadas: será 220 yxyxyx ζεδγ ++++=  a equação, porque, por ser A 
origem das abcissas, deve 0=x  fazer 0=y , o que naõ pode ser sem faltar o termo α . Seja 
aAF = , bBF = , cAG = , dCG = , eAD =  e fEF = . Substituindo e a x , e 0 por y , sahe 
20 ee δ+= ; he logo 
e
1−=δ , e logo 2210 yxyx
e
yx ζεγ ++−+= . Substituindo nesta 
expressão c a x , e d  a y , sahe 2
2
0 dcd
e
cdc ζεγ ++−+= ; Substituindo a a x , e b  a y , 
sahe 2
2
0 bab
e
aba ζεγ +−−+= ; e substituindo a a x , e f−  a y [escreve-se f− porque está 
fig. 4.8 
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da outra parte da base a respeito de b ], sahe  2
2
0 faf
e
afa ξεγ +−−−= . Com estas tres 
ultimas equaçoens se acham, pelo methodo ensinado no fim do livro X, os coeficientes ξεγ ,, , e 
fica definida a curva.” 
São, de facto necessárias no mínimo cinco condições, ou seja, relações 
entre os coeficientes, para podermos descrever uma secção cónica. Esta 
conclusão surge, de forma simples, observando a expressão geral de 2º grau que 
representa toda e qualquer cónica: 
022 =+++++ HGyFxyCBxyxA . 
Um sistema constituído por cinco equações das quais se conhecem, 
respectivamente, A, B, C, F e G permite determinar uma curva do segundo grau. 
Embora constem seis constantes podemos sempre suprimir a variável H 
(recorrendo a mudança de eixos ou/e de origem) pelo que cinco relações são 
suficientes para encontrar o pretendido. 
Anastácio da Cunha resolve o problema obtendo inicialmente relações entre 
os coeficientes. Estas relações permitem achar ao invés de cinco, três equações a 
três incógnitas que é o suficiente para obter a expressão desejada. A 
demonstração não é totalmente completada, mas Anastácio da Cunha sugere a 
utilização de um método de resolução de sistemas abordado no livro X - o método 
de eliminação das incógnitas. Toda a construção geométrica está assente num 
sistema de coordenadas oblíquas. 
Este mesmo problema foi tratado nas obras de Euler e Bézout de formas 
distintas. Anastácio da Cunha utiliza uma construção idêntica à de Euler embora 
obtenha cinco equações e as desenvolva recorrendo a diversas substituições. 
Contrariamente ao nosso autor, Euler completa a demonstração encontrando os 
coeficientes que respondem ao problema. Por sua vez, Bézout apresenta este 
problema no último capítulo do seu livro, que aplica os princípios explorados na 
resolução de problemas. Pegando na equação de 2º grau a duas variáveis 
completa, obtém, também, cinco equações ao substituir diversos valores das 
variáveis nos pontos que pretende descobrir. Além disso, expõe a ideia de que é 
possível obter linhas de outras ordens através de pontos dados utilizando, como já 
tivemos oportunidade de referir, o método das interpolações. Comparativamente, 
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existe um pormenor, que talvez tenha escapado a Bézout e ao qual Anastácio da 
Cunha e Euler não foram alheios, que se refere à necessidade de considerar o 
ângulo formado entre as ordenadas e as abcissas pois, como sugere a fig. 3.13 
parece que o matemático apenas considerou a situação em que estas são 
ortogonais, não deixando em aberto a possibilidade de não o serem. Atentemos, 
ainda, à semelhança existente entre a fig. 3.2 e a fig. 4.8. que representam cada 
uma das interpretações do problema 21.  
Deste problema são feitas nove comentários, que aplicam conceitos 
anteriormente referidos, sobre a forma de scholio, às quais nos referiremos de 
seguida: 
1. No Scholio 1 é obtido o diâmetro através da substituição de x  por e  e de 
δ  por o valor obtido anteriormente 
e
1−=δ , na expressão 
220 yxyxyx ξεδγ ++++= . Desta substituição resulta ( ) 20 yye ξεγ ++=  de onde se 
obtém que ξ
εγ ey −−=  ou 0=y . O passo seguinte é a construção geométrica 
deste segmento que, na fig. 4.8, está representado por LI. 
O problema da determinação do comprimento e da equação de um diâmetro 
é contemplado na maioria dos estudos feitos acerca das secções cónicas. É 
interessante notar, no entanto, que este tem sido tratado em diversos contextos, 
sendo o mais comum aquando da construção de uma secção cónica dados alguns 
elementos, como são exemplo os tratamentos feitos por Anastácio da Cunha ou 
Bézout. Euler, no entanto, apresenta estes resultados enquanto estuda as 
propriedades das equações de segundo grau no quinto capítulo da sua obra, 
utilizando a soma e o produto das raízes da equação de segundo grau. 
Curiosamente, o resultado mais próximo do obtido por Anastácio da Cunha é 
mesmo o de Euler. Muller, em Elements of Mathematics, não examina esta 
questão. 
2. O Scholio 2 consiste num estudo do centro da cónica. Este é obtido, 
encontrando uma relação entre a diferença das ordenadas. Particularizando para a 
                                                 
21 Repare-se que na fig. 4.8. Anastácio da Cunha inclui outras construções necessárias à representação dos 
scholios deste Problema. 
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corda BE, que equivale à diferença )( fb −− , encontramos o valor de x  
correspondente. Ao efectuar-se uma construção que envolva o segmento AM de 
comprimento igual ao encontrado, achamos uma paralela a BE passando por M. O 
ponto de intersecção O deste segmento com LI, será um ponto de partida para 
encontrar o cento P, que é o ponto médio de LO.  
3. O estudo dos diâmetros conjugados de uma cónica é objecto de análise do 
Scholio 3. Relembremo-nos que dois diâmetros são conjugados quando um 
bissecta as cordas paralelas do outro. Abordado de forma totalmente geométrica, a 
construção do paralelogramo BNSE garante que LO e QR são diâmetros 
conjugados. 
4. O Scholio 4 trata da determinação dos vértices dos diâmetros conjugados. 
Procede-se inicialmente a uma mudança de base, passando, agora, a ser 
considerado LO ao invés de AB. A origem das abcissas, P, também é deslocada e 
o ângulo das coordenadas passa a ser BLP, que é recto. Para encontrar os vértices 
Anastácio da Cunha parte da equação já utilizada no Corolário (Prob II, 7),  
220 yDxA ++= .                                                           (4.4) 
 Fazendo gPIx ==  e hHIy ==  em (4) obtém-se  
220 hDgA ++= .                                                           (4.5) 
 Da mesma forma, para iPOx ==  e lNOy ==  obtém-se  
220 lDiA ++= .                                                            (4.6) 
De (4.5) e (4.6) tem-se que 22
22
ig
hlD −
−=  e 22
2222
ig
lghiA −
−= , o que permite 
determinar os vértices dos diâmetros conjugados. Basta considerar 0=x  em (4.4), 
onde surge Ay −=  e 0=y , ou seja, 
D
Ax −= . Note-se, no entanto, que na 
elipse temos sempre quatro vértices para os dois diâmetros enquanto que na 
hipérbole apenas é possível encontrar os vértices de um dos diâmetros. Anastácio 
da Cunha justifica que na elipse o valor A é negativo e D positivo. Já na hipérbole D 
é negativo mas A pode ser positivo ou negativo, o que faz com que A− ou 
D
A−  
produza um valor imaginário ou absurdo para o vértice. 
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5. Obtêm-se no Scholio 5 expressões para a elipse e para a hipérbole em 
função dos valores dos diâmetros. Assim, se se considerar a2  e b2  diâmetros 
conjugados da elipse é possível achar a equação 22
2
22 x
a
bby −= . Para a hipérbole 
tem-se 22
2
22 x
a
bby +±= . O leitor é alertado para o facto de neste caso ter de 
considerar os diâmetros conjugados 12 ±a  e 12 ±b , pelo que não se deve 
afirmar, propriamente, a existência de diâmetros conjugados na hipérbole.  
“seraõ a2  e b2  os diâmetros conjugados da ellipse relativos á equaçaõ, e 12 ±a  e 
12 ±b os da hyperbola; e por isso naõ se pode dizer com propriedade que na hyperbola há 
diâmetros conjugados; os Geómetras porem chamam diametros conjugados da hyperbola a a2  e 
b2 , collocando hum deles no lugar que lhe competeria, se a curva fosse ellipse, isto he se a 
equaçaõ fosse 22
2
22 x
a
bby −= ”. 
Esta abordagem é substancialmente semelhante à utilizada por Euler22, 
incluindo a notação. 
6. A forma de obter o eixo principal de uma elipse 
ou de uma hipérbole é aqui descrita no Scholio 6. 
Anastácio da Cunha sugere a utilização do Corolário 
(Prob II, 8) para obter o eixo principal da elipse, mas 
expõe um processo detalhado de construção. Com 
este processo conclui que CM é o eixo principal, sendo 
AB um diâmetro da elipse, C o centro e CD um semi-diâmetro conjugado de AB. De 
seguida demonstra essa afirmação.  
Tirando LN paralela a CD e LO e GP perpendiculares a AB, produz DC, LC até 
ter CDCQ =  e CLCR = . Fazendo aAC =  e bCD = , obtém 
a
bCF
2
=  (pois por 
semelhança de triângulos tem-se 
b
CF
a
b
CE
CF
CA
CD =⇔= ) e logo 
a
baCIFG
2
−== . 
                                                 
22 Euler, L. (1990) p. 84 
fig. 4.9 
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Mas dado LNCNCICH ::::  conclui que LNCHCN
a
ba ×=×⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −
2
, logo 
CN
a
LNCHCN
a
b ××=×⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ − 22
2
1 .  
Como CPCH =
2
1  tem que 
NO
LN
CH
a =
2
1
.  
Logo, CNNOCN
a
b ×=×⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ − 21 22
2
.                                                              (4. 7) 
Mas CNNOCNLNCLb ×−+== 22222 , logo CNNObCNLN ×=−+ 2222  por 
(4.7) conclui que 22
2
222 1 CN
a
bbCNLN ×⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −=−+ , donde 
       22
2
22 CN
a
bbLN −=  .                                                         (4.8) 
Desta forma, L é um ponto da curva e, por consequência, Q e R também o 
são. Como CM corta pelo meio, e de forma perpendicular, as duas cordas paralelas 
DL e QR, conclui-se que CM é eixo principal. Para se obter o eixo principal da 
hipérbole é sugerido que o semi-diâmetro seja b e que se corte 2
2
a
baCI += . 
7. No Scholio 7 é feita uma observação acerca dos pontos necessários para 
determinar a parábola. O autor justifica: 
“pois a condição de ser a curva parabola dá uma equação, δζε 42 = ; e tomando cada 
hum dos quatro pontos para origem, da cada hum dos outros sua equaçaõ; e haverá quatro 
equaçoens para determinar quatro coeficientes ζεδγ ,,, ”. 
Note-se que a condição δζε 42 =  resulta do Corolário (I, 4) que garante que 
se 042 =− δζε  a equação 220 yxyxyx ζεδγςα +++++=  representa uma 
parábola. 
8. Com o Scholio 8 podemos determinar o número de pontos necessários 
para obtermos uma linha de qualquer grau.  
“Discorrendo por este modo, e attendendo ao numero dos termos, de que constam as 
equaçoens algebraicas, se vê que para determinar huma linha da primeira ordem bastam dois 
pontos; 5 determinam huma da segunda ordem, 14, huma da quarta ordem; 20, huma da quinta 
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ordem, 27, huma da sexta ordem; e assim por diante. A lei da progressaõ destes numeros 2, 5, 9, 
14, 20, 27, &c. ve se escrevendo-os assim 2, 2+3, 5+4, 9+5, 14+6, 20+7, c.” 
 Relembremos que Euler também desenvolveu este tema, e de forma mais 
pormenorizada. De facto, para Euler a expressão que representa o número de 
termos de uma equação de uma dada ordem pode obter-se a partir do termo geral 
da sucessão dos números triangulares. Contudo, para calcular o número de pontos 
necessários à determinação de uma linha de qualquer ordem, determination, retira, 
como já vimos, uma unidade a essa expressão ( ) ( ) 1
2
2
1
1 −++ nn . Esta unidade 
refere-se ao termo independente que pode sempre ser suprimido por uma 
conveniente mudança de variável e/ou origem. No entanto, na nossa opinião, 
Anastácio da Cunha foi mais explícito ao dispor, de forma perspicaz, os termos da 
equação que representa uma linha de qualquer ordem sob a forma triangular, 
conjugando de forma perfeita as características algébricas com as características 
geométricas dessa expressão. 
 
.&
.&
.&
.&0
3
22
22
32
cy
cxyy
cyxyy
cxxx
++
+++
++++
++++=
μ
ιζ
θεγ
ηδςα
 
 
Se realmente necessitarmos de saber quantos e quais os termos de uma 
equação de uma dada ordem, basta considerarmos a coluna correspondente23 que, 
geometricamente, representa a característica dos números triangulares. A título de 
exemplo, se pretendermos saber quantos e quais os termos que constituem uma 
equação do terceiro grau, basta considerarmos a quarta coluna de termos e juntar 
a esta os que se encontram nas colunas anteriores: 
32222320 yxyyyxyyxxx μιζθεγηδςα +++++++++= . 
Assim, no total, temos dez termos, o que significa que necessitamos de nove 
pontos dados para determinar uma curva de terceiro grau. 
                                                 
23 A primeira coluna corresponderá ao termo de uma equação de ordem zero. 
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9. No Scholio 9 é antecipada a conclusão feita no Corolário que lhe sucede: 
“ Corolário:  
Tem logo a parabola hum só eixo principal, e todos os diâmetros saõ paralellos entre si.” 
 
 
 
 
 
 
 
 
A demonstração sugerida, que segue um raciocínio semelhante ao que vimos 
no Scholio 6, inicia-se com uma construção geométrica na qual são garantidas 
algumas relações que permitem uma manipulação algébrica usual. Dada a sua 
extensão apenas salientaremos os aspectos essenciais.  
Considerando uma parábola AB, da qual AC determina um seu eixo não 
principal, yBC =  ordenada e xAC =  abcissa, a equação que representa a curva 
será  
axy =2 .                                                            (4.9) 
Considere-se a construção como representa a fig. 4.10, a qual verifica: 
? AD paralela a BC; 
? DE uma outra recta; 
? DG paralela a AC; 
? BE perpendicular a DE; 
? BF perpendicular a DG. 
 Sendo zBE = , uDE = , pAD = , tem-se na notação original, 1:::: qBFFG , 
1:::: rBFBG , 1:::: sDEDH  e 1:::: tDEEH , pelo que se conclui que: 
? tuEH =  
? suDH =  
? tuzBH −=  
? u
s
tz
s
BF −= 1  
? u
s
tz
s
tFH
2
−=  
fig. 4.10.
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? u
s
qtz
s
qFG −=
Das relações acima estabelecidas e como FGFHDHACx ++== , 
facilmente se obtém que z
s
qtu
s
qtx ++−= 1 . Da mesma forma, 
z
s
ru
s
rtpBGADy +−=+= . Substituindo em (4.9) tem-se: 
  ( ) ( )saztqsauqtzrtuzrutrprszprstusp ++−=+−++− 1222 22222222 .     (4.10) 
De (4.10) conclui-se que para DE ser eixo principal é necessário que 0=t , 
pois 1>r (note-se que BFBG > ) e logo DE fica paralelo a AC. Fazendo, então, 
0=t , fica 1=s , o que reduz (4.10) à equação mais simples 
aqzauzrprzsp +=++ 2222 2 . Contudo, ainda é necessário que faltem os termos 
prz2  e aqz , o que transforma (4.10) em aqpr =2 , ou seja, 
r
aqp
2
= . Desta forma, é 
possível encontrar o eixo principal AD que, por hipótese, é igual a p.  
 Após a apresentação dos scholios do Problema III, segue-se um conjunto 
de problemas que consistem na determinação do lugar geométrico de pontos em 
distintas posições e para os quais as secções cónicas servem de solução.  
“Problema IIII:  
No quadrilátero ABCD saõ parallelos entre si os lados AB, CD; he dado o lado AB, e o 
ângulo ABC, e a razão de AD a DC: pede-se o lugar do ponto D.” 
Na construção representada na fig. 4.11 tem-se: 
? DE paralela a BC 
? DF perpendicular a AB 
Considerando: 
? aAB =  
? 1:::: cEDEF   
? 1:::: mDCAD  
? xAE =  
? yED =  
Tem-se que AD FD AF2 2 2= +  
fig. 4.11. 
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= + + +
= + + ×
= + +
= ×
= ×
= + +
ED AE AE EF
ED AE AE EF
x y cxy
m DC
m BE
m a m ax m x
2 2 2
2 2
2 2
2
2
2 2 2 2 2
2
2
2
c hb g
b g
b g
 
De AD m a m ax m x2 2 2 2 2 22= + − +  e AD x y cxy2 2 2 2= + +  obtém-se 
0 2 1 22 2 2 2 2 2= + + − − −m a m ax m x cxy yc h                                    (4.11) 
 A equação (4.11), que representa uma curva do segundo grau, soluciona o 
problema proposto. 
O problema V segue um raciocínio semelhante ao anterior, atente-se para a 
semelhança da estrutura de ambos: 
“Problema V:  
Dadas somente em posição as rectas AB, AC, que se cortam em A, e dadas somente em 
grandeza a recta CD, e a parte dela CE inscrita no angulo BAC; achar o lugar do ponto D.” 
Na construção representada na fig. 4.12 tem-se: 
? DF paralela a AC 
? DB perpendicular a AB 
Considere-se 
? aCD =  
? bDE =  
? xAF =  
? yDF =  
 Seja 1:::: cDFBF  a razão dada (por ser dado o ângulo BAC), da qual 
conclui-se que cyBF = . 
 Pela semelhança dos triângulos ACE e EDF resulta que
b
ba
EF
EFx −=− . 
De onde se conclui que x
a
bEF = .  
Pelo Teorema de Pitágoras, DE EB DB2 2 2= +  
 
fig. 4.12. 
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Como  
DE FE FB DB EF FB DF FB
EF FB EF FB DF FB
EF EF FB DF
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
2 2
2
2
= + + = + + −
= + + × × + −
= + × × +
b g b g
 
substituindo as variáveis em questão tem-se: 
b b
a
x bc
a
xy y2 2
2
2 22= + +  .                                  (4.12) 
Anastácio da Cunha conclui, ainda, que a equação (4.12) é o lugar do ponto 
D, e que esta representa uma elipse, na medida em que c < 1. Para terminar, o 
autor apresenta a equação b y b
a
x2 2 2
2
2= +  , com a e b eixos principais, que 
representa o caso particular do ângulo BAC = 90º . 
“Problema VI:  
No triângulo ABC he dada em grandeza e posição a base AB, e dada em grandeza a 
somma dos lados: pede-se o lugar do vértice C.” 
Para obter o lugar geométrico do ponto C construa-se a perpendicular à base 
AB num ponto arbitrário D e encontre-se o ponto médio E entre A e B. 
 Considerando 
? dAE =  
? eCBAC 2=+  
? xED =  
? yCD =  
Tem-se que   AC AD BC BD2 2 2 2− = −  
AC BC AD BD2 2 2 2− = −  
⇔ + − = + −
⇔ − = ×
AC BC AC BC AD BD AD BD
e AC BC d x
b gb gb gb g
b g2 2 2  
Logo AC BC d
e
x− = 2 . 
Então AC AC BC AC BC e d
e
x= + + − = +1
2
1
2
b g b g . 
Ou seja, y e d
e
x d x e d e
e
x d2
2
2 2
2 2
2
2 2= +FHG IKJ− + = + − −b g .                              (4.13) 
fig. 4.13 
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Uma vez mais a equação resultante (4.13) representa uma elipse, por ser 
e d> , sendo E o centro, e é o eixo principal que passa pelos pontos A e B e 
e d2 2−  o outro eixo principal. 
No problema VII, que recorre à representação geométrica da fig. 4.13, 
procuram-se, também, o lugar do vértice C, mas desta vez mediante outras 
condições. 
“Problema VII:  
No triângulo ABC he dada em grandeza e posição a base dAB 2= , e dada em grandeza a 
differença dos lados eCBAC 2=− : pede-se o lugar do vértice C.” 
Seguindo uma construção análoga à anterior, para a perpendicular CD e 
para o ponto E e considerando xED =  e yCD = , tem-se, como anteriormente, que 
2 2 2e AC CB d x+ = ×b g . 
Logo AC CB d
e
x+ = 2 . 
Então AC e d
e
x= + . 
De onde resulta y e d
e
x d x e d e
e
x d2
2
2 2
2 2
2
2 2= +FHG IKJ− + = + − −b g .                (4.14) 
A equação (4.14), que soluciona o problema, representa uma hipérbole, por 
ser d e> . 
Note-se que os dois problemas antecedentes introduzem as propriedades 
principais da elipse e da hipérbole, amplamente tratadas por diversos autores, 
nomeadamente os que aqui analisámos, e que tantas vezes têm introduzido o 
estudo destas curvas. Actualmente definimos estas propriedades da seguinte 
forma:  
Propriedade I:  
“A soma das distâncias de qualquer ponto da elipse a dois pontos fixos (os 
focos) é constante e igual ao eixo maior.” 
Propriedade II:  
“O módulo da diferença das distâncias de qualquer ponto da hipérbole a dois 
pontos fixos (os focos) é constante e igual ao eixo transverso.” 
| CAPÍTULO 4 
 
136
Embora os problemas VIII e IX não sejam resolúveis por equações de 
segunda ordem, e excedam os objectivos desta investigação, achamos 
interessante apresentá-los, nomeadamente pelo papel que representaram nas 
tentativas de resolução do problemas clássicos da Antiguidade - a trissecção do 
ângulo e a duplicação do cubo, respectivamente.  
“Problema VIII:  
Dados em posição a recta AB e o ponto C fora della, e dada em grandeza a recta DE 
cortada pela recta AB em huma recta qualquer AE: pede-se o lugar do ponto E.” 
 
Construam-se as rectas CA e EB, perpendiculares a AB, e considere-se: 
? aAC =  
? bDE =   
? xAB =  
? yBE =  
Tem-se que BDADya :::: . Logo BD xy
a y
= + , ou seja, BD
xy
a y
= + . 
De onde se conclui queb xy
a y
y2
2
2= +
F
HG
I
KJ+ . 
Logo a b ab y b y x y a y ay y2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 42 2+ + = + + + .                                     (4.15) 
A natureza desta curva é explicada no scholio que se segue: 
 
“Scholio:  
Esta curva chama-se a Conchoide de Nicomedes: tem quatro ramos infinitos, aos quaes he 
asymptota a recta AB; e tem hum nó em C quando b he >a; como facilmente se deriva da 
suposiçaõ e se pode derivar da equaçaõ.” 
fig. 4.14
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 Esta curva também é tratada por Euler, com pormenor, no capítulo XVII do 
segundo volume, no contexto da exploração de propriedades de diversas curvas. 
“Problema VIIII:  
O círculo ABC e o seu diametro AC saõ dados em grandeza e posiçaõ: o angulo ACD he 
recto; a recta AD he tirada do ponto A a qualquer ponto da recta CD, e corta a 
circunferência em algum ponto B; AE he = BD: pede-se o lugar do ponto E.” 
  
 
 
 
 
 
 
Construam-se as rectas EF e BG perpendiculares a AC. Considere-se: 
? aAC =   
? xAF =  
? yEF =  
Então AFGC =  e xaAG −=   . Logo x
y
a x
BG
= − .  
De onde se conclui que  y a x
x
BG AG GC a x x2
2
2−FHG IKJ= = × = −b g 
Logo   0 2 2 3 2= − −a y x xy                                                                           (4.16) 
 
“Scholio:  
Chamam a esta curva Cissoide de Diocles.” 
“Problema X  
He dada em grandeza e posiçaõ a base AB do triangulo ABC, e he dada a razão dos lados 
AC, CB: pede-se o lugar do vértice C.” 
 
Para se obter o lugar do ponto C construa-se a perpendicular à base AB num 
ponto arbitrário D. 
 
 
fig. 4.15
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Considerando 
? aAB =  
? xAD =  
? yCD =  
? AC CB m: :: :1  
Tem-se, então, que BD a x= −   e AC m CB2 2 2× = . 
Então m y m x y a ax x2 2 2 2 2 2 22+ = + − + . 
Logo 0 2 1 12 2 2 2 2= − + − + −a ax m x m yc h c h .                                                   (4.17) 
Conclui-se, pela equação resultante (4.17), que o lugar pretendido é um 
círculo de diâmetro EF. 
“Scholio:  
y = 0  dá x a
m
= ±1 . Corte-se pois AE
a
m
= +1  e AF
a
m
= −1 , e será EF o diametro do 
círculo; pois a equação mostra que as ordenadas são semicordas.” 
A hipérbole soluciona o último problema deste livro. 
“Problema XI 
A é um ponto qualquer da recta infinita que passa pelos pontos B, C dados em posiçaõ; AD 
he perpendicular a essa recta, e medida proporcional entre os segmentos AB, AC: pede-se 
o lugar do ponto D.” 
 
 
 
 
 
 
 
 “O lugar pedido compoem-se, do círculo, em quanto AD cahe entre os pontos B, C, pois he 
ACADADAB :::: , e logo ACABAD ×=2 , propriedade do círculo: e compoem-se 
mais da hyperbola, porque estando o ponto A em CB produzida, he 
( ) BABABCAD ×+=2 , e logo 220 ADBABABC −+×= , equaçaõ pertencente á 
hyperbola.”  
Anastácio da Cunha termina este livro XIV com uma chamada de atenção ao 
leitor com o Scholio: 
fig. 4.16 
fig. 4.17
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 “Calculando porém como nos exemplos precedentes, encontra-se huma soluçaõ incerta. 
Chame-se yADxBAaBC ,,  estando o ponto A entre B e C, he ( ) 22 xaxxxay −=−= , 
equação pertencente ao círculo, e que naõ dá ordenada que corte BC produzida: supondo 
A em BC produzida, he ( ) 22 xaxxxay +=+= , equaçaõ pertencente á hyperbola, e que 
dá por impossível ordenada que corte BC entre os pontos B, C: dependendo assim 
meramente de uma supposicaõ arbitraria a conclusaõ da existência do lugar do ponto D. E 
eis aqui outra prova dos erros a que he sujeita a linguagem metaphorica e hypothetica 
exposta nos livros VIII e XIII. [que he verdadeiramente o que os Modernos chamam 
Álgebra, e Analyse moderna]; por se fundar em hypoteses, que nem sempre quadram com 
as dadas dos problemas, e muitas vezes as contrariam: pois, se por huma parte, a 
liberdade de chamar somma a huma differença, ou diferença a huma somma, generaliza e 
facilita sobre maneira as soluçoens; por outra a restricçaõ de naõ poder chamar iguaes 
senaõ as grandezas que também naõ saõ contrarias; nem proporcionaes senaõ as 
designadas na supposiçaõ V. do livro VIII, limita ás vezes as soluçoens, e as dá erradas, 
por se achar em contradicçaõ com as dadas dos problemas.” 
Neste scholio, Anastácio da Cunha utiliza as conclusões obtidas no Problema 
XI para criticar a facilidade com que os seus contemporâneos, Modernos, aceitam 
resultados provados por via da Analyse. Esta controvérsia é originada pelo facto de 
a solução do problema não ser única e depender da posição do ponto A. Pois, se 
por um lado o ponto A se situar entre os pontos dados, B e C, então o lugar D 
pretendido será um círculo, caso contrário, uma hipérbole.  
Embora este comentário nos possa parecer um pouco despropositado24, 
encerra em si próprio uma discussão que revela, uma vez mais, o espírito de 
precisão de Anastácio da Cunha. Pois só um autor com uma profunda sinceridade 
por uma tarefa que leva a cabo, poderia escrever um comentário deste género, 
onde critica, até, os resultados que obtém. No entanto, achamos que este scholio 
comprova, uma vez mais, a predilecção de Anastácio da Cunha pelos métodos 
sintéticos de demonstração em prol dos analíticos, como temos vindo a notar.  
                                                 
24 Note-se, uma vez mais que as bases do Análise não estavam ainda totalmente fundamentadas. 
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4.1.2. O livro XVII 
O livro XVII de Principios Mathematicos, constituído por 12 páginas, consiste 
numa aplicação do cálculo diferencial ao estudo de diferentes aspectos das curvas. 
Os conteúdos são apresentados, uma vez mais, sob a forma de proposições que, 
após anunciadas, são demonstradas. À semelhança de diversos autores que 
trataram este tema, Anastácio da Cunha apresenta um método de obter 
tangentes25 a curvas. 
“Proposição I:  
Por hum ponto A, dado em hum arco AB de secção cónica também dado, tirar huma 
tangente.” 
 
 
 
 
 
 
                  
O problema da determinação de tangentes a curvas remonta à Antiguidade 
onde eram tratadas no âmbito geométrico, recorrendo a uma definição cinemática: 
“une droite qui ayant un point commum avec la courbe, était telle qu’on ne pouvait mener par 
ce point aucune autre droite entre elle e la courbe” 26 
 Este problema passou a ser interpretado de uma forma distinta com os 
matemáticos modernos, Descartes e Fermat, que as trataram como a posição 
limite de uma secante quando dois pontos de intersecção com a curva tendem a 
coincidir: 
“regardaient les tangents comme des secants don’t deux points d’intersection sont infiniment 
raprochés ou pour ainsi dire reúnis” 27 
                                                 
25 Anastácio da Cunha dá uma definição geral de tangente no Livro II, Definição III: “Se os lados de hum 
ângulo concorrerem no vértice, de sorte que deste se não possam tirar duas rectas entre elles, dir-se-há, que 
cada hum dos lados he tangente ao outro, ou, que o toca no dito vertice”, p. 13 Note-se que os lados do 
ângulo a que Anastácio da Cunha se refere são as curvas. 
26 Hoefer, F. (1874) p. 399 
27 Ibidem 
fig. 4.18
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Fermat apresenta um método de determinação de tangentes a um ponto de 
uma curva dada a sua equação, que consiste na determinação da subtangente28 e 
utiliza, já, algumas ideias de cálculo diferencial. Descartes resolve o problema 
recorrendo à determinação da recta perpendicular ao ponto pretendido sobre o 
eixo29. 
Posteriormente, com Newton e Leibniz, a determinação da tangente passa a 
ser um problema algébrico e de aplicação do cálculo fluxional e diferencial. Com dx 
a representar um intervalo finito arbitrário, Leibniz prova que30  
esubtangentydxdy :: =                                       (4.18) 
 Slusa, em 1650, apresenta um algoritmo que nos permite determinar a 
subtangente a uma curva dada a sua equação polinomial, manipulando-a 
algebricamente. Não existe, no entanto, uma demonstração deste algoritmo, pelo 
que se conjectura que este foi descoberto por tentativa/erro. 
Em Principios Mathematicos podemos verificar a construção geométrica da 
solução, no entanto é na utilização do cálculo diferencial/fluxional que se 
concretiza. 
Começamos por considerar uma curva de segundo grau arbitrária com vértice 
em C e diâmetro xCD = , como indica a fig. 4.18. Se yAD =  for a ordenada, a 
equação da curva31 será 22 BxAxy += .                                                                         (4.19) 
O problema resume-se, então, a encontrar o comprimento de DE, em que AE 
representa a tangente ao ponto A. Por um resultado obtido no livro XV (Proposição 
13) Anastácio da Cunha garante que dydxyDE :::: , ou seja, 
dy
ydxDE = .        (4.20) 
Aplicando o cálculo fluxional à equação (4.19) obtém BxdxAdxydy 22 += . 
Simplificando a expressão, de forma a construir o quociente pretendido, tem-se que 
                                                 
28 Note-se que a determinação da subtangente, ou seja, do segmento de recta cujas extremidades são a 
projecção do ponto de tangência sobre o eixo das abcissas e a intersecção da tangente com o mesmo eixo, 
permite determinar facilmente a tangente. 
29 Hoefer, F. (1874) p. 400 
30 Eves, H. (1997) p. 443 
31 Esta é a equação que nos permite representar qualquer curva de segundo grau. 
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BxA
y
dy
dx
2
2
+= , logo BxA
y
dy
ydxDE
2
2 2
+== , que Anastácio da Cunha ainda transforma, 
utilizando novamente a equação (4.19) em x
BxA
BxADE 2
2
×+
+= .  
O método utilizado por Anastácio da Cunha é significativamente diferente de 
qualquer uma das abordagens dos autores que analisámos no capítulo anterior. 
Antes de mais, os três autores aplicaram o cálculo da tangente a cada uma das 
curvas em particular e não às secções cónicas em geral. Em Bézout e em Muller 
este problema resume-se à apresentação de um método geométrico de 
construção. A abordagem mais próxima é a de Euler na medida em que também 
ele recorre à subtangente para determinar a tangente. No entanto, existem 
diversos indícios newtonianos nesta demonstração, nomeadamente quando 
determina uma expressão para a subtangente e a utiliza, posteriormente, ao 
cálculo fluxional. Porém, parece-nos que a relação (4.20), obtida por Anastácio da 
Cunha recorrendo à semelhança de triângulos, é mais próxima da relação obtida 
por Leibniz (4.18). 
O Corolários 1 e 2 são uma aplicação desta proposição à parábola e à elipse. 
Através da atribuição de diferentes valores para os coeficientes A e B é possível 
adaptar o resultado obtido na Proposição I a cada uma das curvas. Note-se que a 
generalização feita por Anastácio da Cunha na determinação da tangente a uma 
curva é bastante prática, pois ao considerar a equação geral das curvas de 
segundo grau torna simples a determinação da tangente a curvas específicas. 
Posteriormente, nos Corolários 3, 4 e 5, podemos encontrar alguns resultados 
relativos, ainda, à subtangente.  
Na proposição II é demonstrada uma propriedade referente aos diâmetros 
conjugados da elipse, ou seja, diâmetros que bissectam as cordas paralelas um do 
outro:  
“Proposição I:  
Na ellipse a somma dos quadrados de qualquer dois diâmetros conjugados he igual á 
somma dos quadrados de quaesquer outros dois diâmetros conjugados.” 
Uma vez mais, a demonstração desta proposição recorre a triângulos 
semelhantes. Este é um resultado presente em diversos estudos feitos sobre as 
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cónicas embora nem sempre na sequência do estudo da tangente a uma curva. 
Muller acrescenta, ainda, que essa soma é igual à soma dos quadrados dos dois 
semi-eixos (que são diâmetros conjugados).  
“The sum of the squares of any two semi-conjugate diameters CM, CN, will be always equal 
to the sum of the squares of the two semi-axes CA, CB” 32 
A Proposição III refere-se, também, a uma propriedade dos diâmetros 
conjugados da elipse, e, uma vez mais, é utilizada a tangente na demonstração: 
“Proposição V:  
Os parallelogrammos circumscriptos á elipse, de sorte que os lados de cada 
paralelogrammo a toquem nos extremos de dois diâmetros conjugados, são iguaes entre si.” 
A determinação da subtangente a uma curva dada e da sua equação é tema 
da Proposição IV, enquanto que na Proposição V podemos verificar uma extensão 
à Proposição I, onde se pretende encontrar a tangente nos pontos múltiplos de 
uma curva algébrica sabendo a sua equação algébrica. 
“Proposição V:  
Dada a equação de huma curva algébrica, achar-lhe os pontos múltiplos; isto é, achar onde 
a curva se cruza. Tirar também por este ponto tangentes.” 
No âmbito das secções cónicas, este livro aborda, ainda, na Proposição VI, 
um método de encontrar as assímptotas rectilíneas de uma curva dada a sua 
equação. A solução que o autor propõe recorre à expressão da subtangente 
correspondente. 
“Seja x o angulo que determina a posição do raio vector v: a expressão 
dv
dxv 2  da subtangente, 
na suposição de v infinito, indicará a posição da assymptota”. 
Este Livro XVII dos Princípios confere ao estudo das curvas uma dimensão 
distinta da que vimos no Livro XIV, ou de qualquer uma das obras que tivemos 
oportunidade de analisar, pois introduz uma aplicação do cálculo fluxional de uma 
forma clara e sucinta. No entanto, parece-nos que os conteúdos abordados, que 
requerem um entendimento matemático relativamente elevado, se encontram um 
pouco desajustados às necessidades usuais do público-alvo desta obra. 
                                                 
32 Muller, J. (1965) p.117 
| CAPÍTULO 4 
 
144
4.2. As secções cónicas em Ensaio sobre as Minas 
Como já tivemos oportunidade de referir no capítulo II, Anastácio da Cunha 
aborda as secções cónicas como introdução ao seu ensaio, de forma a torná-lo 
perceptível a qualquer leitor, e, em particular, aos alunos de Artilharia.  
Preparação é o nome que intitula as seis páginas que ocupam este tema, e 
que consistem, essencialmente, num tratamento ao nível da definição e 
propriedades básicas das secções cónicas. De facto, a inclusão destas notas 
iniciais fazem todo o sentido tendo em conta que em alguns dos capítulos vão 
sendo feitas diversas alusões ao tema, como iremos ter oportunidade de notar. O 
próprio autor justifica a necessidade de incluir esta abordagem preliminar sobre as 
secções cónicas, ao observar que estas podem modelar a situação da figura 
produzida na terra pela explosão da pólvora: a figura da escavação de uma mina é 
um parabolóide. 
“Os primeiros Mineiros cuidaram que a figura da escavação era hum Cone de huma altura 
igual ao Raio da baze; depois imaginam q. era hum Cone truncado, cuja altura, Diametro do fundo, 
e Raio da baze eram sempre iguaes; o Tenente General de laValière achou por meio de huma 
medição exacta, que a escavação nem era hum Cone, nem hum Cone truncado; mas sim hum 
parabolóide; conservou porem o antigo abuzo, de que o diametro da baze nunca podia exceder a 
linha de menor resistência; que finalmente as experiências feitas por M. Belidor na Escola d’ 
Artilharia dela Fère pelos annos 1730 desterraram de todo. Achada esta verdade importantíssima 
ás apalpadellas, eis nos acõmette logo a curiozidade de averiguar ou para fallar mais verdade a 
vaidade de demonstrar por principios àpriori, como, e porque faz a pólvora na terra hum 
parabolóide, e naõ hum Cone, ou hum Cone truncado, ou outra qualquer figura”. 33 
“Para cabal intelligencia do que digo na primeira parte, me parece necessario dar a 
propriedade, e formaçaõ universal das sessões Conicas”  34 
 
a) A Preparação: 
 O estudo das secções cónicas é iniciado com a definição geométrica de 
secção cónica, em geral, que o autor introduz da seguinte forma:  
“ Sobre a linha Recta AB destinada para directrix se levante huma perpendicular CG 
indefinita, e nella se escolha hum ponto qualquer D para vértice, e outro qualquer F, para Foco, ou 
embigo de huma curva, e exprima p, e q a razão das distâncias do vértice ao Foco, e a directrix, 
                                                 
33 Cunha, C. A. da, Ensaio sobre as Minas, (1994) p. 3 
34 Cunha, C. A. da, Ensaio sobre as Minas, (1994) p. 3 
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isto he, chame-se CD, p; e DF, q; digo que se cada hum dos pontos da Curva distar da directrix, e 
do Foco na razão de p a q, será huma sessaõ Cónica, por se acharem nas Sessoens de hum 
Cone as mesmas propriedades como de verá” 35 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considerando AB  uma recta (directriz) e C D  uma sua perpendicular. 
Sejam D e F pontos sobre a recta C D , onde D determina o vértice e F o foco de 
uma curva. Exprima-se por p e q as distâncias C D  (distância da directriz ao 
vértice) e D F (distância da directriz ao foco, respectivamente. Então, podemos 
chamar secção cónica ao conjunto dos pontos do plano tais que é constante a 
razão das distâncias de cada um deles ao foco F e à recta AB  (directriz). 
O sistema de eixos considerado é ortogonal, sendo um deles coincidente 
com o eixo maior da cónica enquanto que o outro é tangente à curva num dos 
vértices, como facilmente podemos notar na fig. 4.19. Este modo de definir secção 
cónica não é muito comum para a época e distancia-se de qualquer uma das 
abordagens que tivemos oportunidade de analisar. Podemos, no entanto, 
estabelecer paralelismo com as definições dadas por Papo em Collecção 
Matemática, que solucionam o problema da trissecção de um ângulo e do lugar de 
três ou quatro rectas. No primeiro destes problemas define hipérbole utilizando a 
propriedade foco-directriz: 
 “if from a given point A any straight line be drawn meeting a straight line BC given in 
position in R, and if RQ be drawn at right angles to BC and length bearing a given ratio to AR, the 
locus of Q is a hyperbola.”36[livro IV]  
                                                 
35 Cunha, C. A. da, Ensaio sobre as Minas, (1994) p. 6 
36 Heath, T. (1981) p. 387 
fig. 4.19 
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Já no segundo problema, Papo define secção cónica como um lugar 
geométrico em que existe uma razão constante, entre as distâncias de um ponto 
fixo a uma recta fixa e que soluciona o problema do lugar de três ou quatro rectas:  
 “If AB be a straight line, and CD a straight line parallel to a straight line given in position, 
and if the ratio AD DB DC⋅ : 2 be given, the point C lies on a conic section.”37[Livro VII] 
Actualmente esta definição ainda se utiliza para definir cónica, recorrendo ao 
inverso da excentricidade: 
Definição: 
“Cónica é o conjunto dos pontos do plano tais que é constante a razão das 
distâncias de cada um deles a um ponto fixo (foco) e a uma recta fixa (directriz). A 
esta razão damos o nome de excentricidade da cónica.” 38 
Partindo do inverso desta definição inicial, Anastácio da Cunha considera 
diferentes situações para os valores de p e q obtendo as secções cónicas 
conhecidas. Assim, considerando p q> a curva corresponde a uma elipse. 
“ He evidente que quando p>q, hum dos pontos da Curva se achará na linha CG, pois 
nella posso tomar huma linha FE, tal que seja CF FE FE p q+ : :: : , por haver de ser FE<CE, e 
também que o ponto E he o q. mais dista de F, por que para nenhuma outra parte mais distante se 
poderá tomar outra, cuja distância ao Foco, e á directrix estejam na razão de p e q. Isto mostra 
que neste cazo torna a curva a entrar em si mesmo, isto he que as suas pontas se ajuntam em E”. 
Pela definição de secção cónica, a razão entre as distâncias do vértice ao 
foco e do vértice à directriz é constante, pelo que se pode estabelecer a proporção: 
CF FE
FE
p
q
+ =                                                           (4.21) 
Partindo desta, e sabendo que FE CE<  Anastácio da Cunha cunclui que o 
ponto mais distante do foco será E, sendo que a figura possível descreve a forma 
de uma elipse. Note-se que a afirmação “torna a curva a entrar em si mesmo” 
garante que a curva considerada é fechada, não contendo ramos que tendam para 
infinito. 
                                                 
37 Heath , T.(1981) p. 426 
38 Sebastião e Silva, J. (1975) 
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De seguida, supõe que p q=  e obtém a parábola: 
“ Nas outras porem naõ succede assim pois quando por ex. p q= nunca posso tomar na 
linha CG huma parte FG, que seja para FG CF p q+ :: : . Aliás seria a parte igual ao todo. Assim 
hirá a curva affastando-se para os lados sem nunca se poderem ajuntar as suas pontas: hir-se há 
porem affastando cada vez menos, por que cada vez se hirá aproximando mais da razão de 
igualdade de CG a FG por se poder augmentar FG quanto cada hum quizer, ficando CF sempre 
constante.” 
Anastácio da Cunha começa por afirmar que não é possível estabelecer a 
proporção FG CF FG p q+ : :: :   ou seja, “tomar na linha CG huma parte FG “ pois 
uma vez que se p q= , obter-se-ia, desenvolvendo a proporção, FG CF FG+ =  ou 
seja, “seria a parte igual ao todo”. Desta forma, os pontos que obedecem à 
condição p q=  (a distância do vértice ao foco igual à distância do vértice à 
directriz) descrevem uma curva aberta, cujas extremidades sofrem um afastamento 
cada vez menor, que representa a curva do meio na fig. 4.19, ou seja, a parábola.  
Finalmente o autor considera p q< , concluindo que a curva obtida é uma 
hipérbole. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
“ Quando p<q muito mais se affastaraõ as pontas da curva pois por mais que se estenda 
CG nunca nella se poderá tomar huma parte FG que seja maior que o seu todo CG. pode-se 
contudo tomar para a outra banda da directrix /neste só cazo, e naõ nos outros/ o que mostra que 
a curva também jaz da outra parte.” 
fig. 4.20 
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Considerando que para todos os pontos da curva se verifica a relação p q< , 
ou seja, a distância da directriz ao vértice ser menor do que a distância do vértice 
ao foco, apenas podemos considerar uma figura do género da hipérbole. O autor 
justifica, então, que 
 “por mais que se estenda CG nunca nella se poderá tomar huma parte de FG que seja maior 
do que o seu todo CG”, 
ou seja, se estabelecendo a proporção FG CF FG p q+ : :: : obter-se-ia que 
FG CF k FG+ =  com k p
q
= < 0 , logo CG k FG=  com k < 0 , o que é uma 
contradição, tendo em conta os dados da figura. Além disso, os pontos da curva 
afastam-se, o que faz com que esta nunca se feche e contenha outro ramo que se 
comporta da mesma forma. Notemos que na fig. 4.20 são tidos em conta dois 
exemplos que ilustram este raciocínio na posição do ponto N.  
Ao analisarmos as três definições anteriores (implícitas nas justificações do 
autor) não podemos deixar de observar que esta “razão constante” tem implícito o 
conceito de excentricidade utilizado, actualmente, o que nos permite estabelecer 
um paralelismo entre essas definições e a definição de secção cónica que recorre 
à sua excentricidade. De facto, a razão dada, p
q
, não representa mais do que o 
inverso da excentricidade. 
Proposição: 
“Sendo e a excentricidade de uma cónica: 
- se e < 1, a cónica é uma elipse (um caso particular da elipse -  a 
circunferência - ocorre quando e=0); 
- se e = 1, a cónica é uma parábola; 
- se e > 1, a cónica é uma hipérbole.” 
Embora o objectivo essencial do autor não fosse expor o tema de forma 
pormenorizada ele vai além das definições e trata algumas propriedades que julga 
serem necessárias para a compreensão dos conteúdos que aborda ao longo de 
todo o ensaio. É feita uma advertência acerca dos pré-requisitos necessários à boa 
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compreensão dos conteúdos, nomeadamente ao conhecimento das propriedades 
gerais da elipse. 
“Bem quizera demõstrar, e expor estas, e outras couzas mais por extenso, mas a 
brevidade, que me propuz neste papel mo naõ permitte, e o rezervo para hum particular trattado39. 
O Leitor se contentará com a ideia geral, que dou aqui deste methodo, e lhe ficará fácil com qual 
quer applicaçaõ deduzir delle todas as propriedades das sessoens Conicas. Eu entretanto tocarei 
o que me parecer mais necessario, suppondo sabidas ao menos as principais propriedades da 
Elipse” 
Anastácio da Cunha define elipse ao traduzi-la pela equação 
pq aq ap pq+ = −2 2 , onde a representa a metade do eixo maior. Esta surge da 
transformação de (4.21) em p a a q p q+ −2 2: :: : , após a substituição por p e por q 
das distâncias C D e D F , respectivamente. Simplificando, obtém que 
pq
p q
a− = .                                                               (4.22) 
Esta expressão (4.22), como o próprio autor refere, representa metade do 
eixo, ou da distância do vértice ao centro exprimida em partes de p e de q, o que 
mostra que a variável p é inversamente proporcional a a40.  
De seguida apresenta uma expressão alternativa a (4.22), obtida pela 
observação: 
“ Ora na Elipse he o quadrado de qualquer ordenada para o rectangulo das partes, em 
que ella divide o eixo como, o quadrado do eixo menor para o quadrado do eixo maior, ou como o 
lado recto, ou parametro para o eixo grande.” 
Representando por P o parâmetro, x a abcissa e y a ordenada surge que 
yy a x x P a: :: :2 2− × , ou seja41, em notação actual, 
P a x x
a
y
2
2
2− =b g                                                     (4.23) 
Esta definição algébrica de elipse (4.23) pode ser facilmente associada à 
definição dada por Apolónio. Após o estudo das cónicas como secções de figuras a 
três dimensões (em diversos tipos de cones) Apolónio deduziu uma propriedade 
                                                 
39 Provavelmente os Principios Mathematicos. 
40 Note-se que p q> . 
41 A notação original é 2
2
a x x P
a
yy− × × = . 
| CAPÍTULO 4 
 
150
plana (symptome) para a secção cónica correspondente à elipse (Livro I, 
Proposição 3), a partir da qual se baseou para o seu estudo planimétrico. É dessa 
dedução que obtém a expressão y px px
a
2
2
2
= − , equivalente a (4.23). 
 Posteriormente, Anastácio da Cunha obtém equações para as restantes 
secções cónicas por transformação da equação da elipse. Com essa finalidade, 
começa por estudar a variação da distância da directriz ao vértice.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 A circunferência é obtida nesta obra como um caso particular da elipse 
considerando a distância da directriz ao vértice infinita. Substituindo p = 1
0
 em (2) 
obtém-se 1
0 1
0
1 0
×
× −FHG IKJ
= − = =
q
q
q
q
q a .                                                                  (4.24) 
 Donde se conclui que o centro coincide com o foco. 
 O autor prossegue o seu estudo referindo que na elipse a distância focal é 
metade do valor do parâmetro, obtendo a proporção. 
p q p q pq qq
p
: :: :+ +    , ou seja , p
q
p q
pq qq
p
P= ++ =
1
2
. 
 Da consideração de p ser infinito resulta 
fig. 4.21 
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1
0
1
0
0 1
0
0
1
1
2
+FHG IKJ× =
× +FHG IKJ× = = =q q q q q a P . 
 Como P a= 2  parte para a substituição em (4.23): 
2 2
2
2a a x x
a
y
− =b g . 
 De onde sai que 2 2a x x y− =b g , ou seja a equação de um círculo 
x a y a− + =b g2 2 2  (raio a e centro (a,0)). 
 Notemos que ambos os conceitos de infinito e limite não só se encontravam 
numa fase embrionária como, constituíam itens de acesa discussão na época. A 
utilização do símbolo ∞  como representação para o infinito matemático ocorreu 
pela primeira vez na obra De sectionibus conicis (1655) do matemático inglês John 
Wallis (1616 – 1703)42, contudo, a sua generalização não foi imediata, tal como a 
definição e aceitação do próprio conceito de infinito. Nas obras de Anastácio da 
Cunha não podemos, de facto, encontrar este símbolo e embora existam 
referências explícitas ao infinito este não tem o significado que actualmente lhe 
conferimos43. As definições de infinito e infinitésimo, alvo de estudo de diversos 
autores desde a publicação dos Principios Mathematicos, ocorrem no livro XV, 
associadas à variabilidade das expressões.  
“A variável que poder sempre admittir valor maior que qualquer grandeza que se proponha 
chamarse-há infinita; e a variavel que podér sempre admittir valor menor que qualquer grandeza 
que se proponha, chamarse-ha infinitessima.” (Def II, XV) 
 Neste contexto, não pretendemos desenvolver demasiado este tema44 mas 
apenas dar a ideia de que Anastácio da Cunha entendia infinito e infinitésimo como 
características de algumas variáveis, estabelecendo, até, regras para o seu 
manuseamento. Contudo, o conceito de limite parecia para o matemático 
demasiado metafísico para constituir uma das bases fundamentais do Cálculo. No 
                                                 
42  Cajori, F. (1993) p.44 
43 No livro XXI, Proposição VIII, Anastácio da Cunha utiliza a notação euleriana i para representar “hum 
numero inteiro (..) grande” (p. 291). 
44 Para aprofundar este assunto é de toda a conveniência analisar a Dissertaçaõ Sobre as verdadeiras nocens 
de Infinito, e Infinitessimo: e da origem das expressoens absurdas, que falsamente se consideraõ como suas 
representantes de autoria de Anastácio Joaquim Rodrigues, discípulo de Anastácio da Cunha.  
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entanto, embora este assunto fosse controverso, durante séculos evitado no seio 
da comunidade científica, Anastácio da Cunha parece expô-lo sem grande receio, 
por exemplo ao utilizar expressões como 1
0
 em Ensaio sobre as Minas, para 
representar o infinito ao invés de qualquer outro símbolo. Embora esta notação 
seja usual para época ao utilizá-la o matemático simplifica os cálculos, como 
facilmente podemos constatar em (4.24). Preocupação pedagógica ou mera 
casualidade é uma questão para a qual dificilmente obteríamos uma resposta, o 
facto é que, inteligentemente, evita certas ambiguidades. 
 Actualmente, esta notação encontra-se inevitavelmente associada ao cálculo 
dos limites, os quais nos permitem interpretar, a título de exemplo, a expressão 
(4.24) como:  
b b
b q
b q
q
q
b
q
→∞ →∞
×
− = −
=lim lim
1
. 
 Anastácio da Cunha estuda, de seguida, o caso em que a directriz se 
aproxima do vértice até que p q= .  
 Substituindo, em (4. 23) conclui que pp a
0
= , ou seja a = 1
0
 que como refere o 
autor 
“foge o centro do vértice até huma distância infinita” 
que corresponde, geometricamente a uma curva de raio infinito. Substituindo em 
(4.24) obtém que  
2
0
2
0
0 2
0
0
2
2
2
−FHG IKJ× × = × − ×
FHG IKJ× × = × × = =x x P x x P x P xP yy . 
 Ou seja, xP y= 2  que, como sabemos, representa a equação da parábola.  
 Variando novamente a distância da directriz ao vértice, de forma a que esta 
seja maior do que a distância do vértice ao foco, ou seja p q< , obtém em (4.23) 
que a < 0 . Por (4.24) e fazendo com que o eixo tenha um valor positivo, ou seja, 
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pq
p q
a− + = , tem-se que 
− − × ×
− =
+ × × =2
2
2
2
2a x x P
a
a x x P
a
yb g b g . Definindo, assim, o 
lugar geométrico de uma hipérbole. 
O autor faz, ainda, referência às cónicas degeneradas. Considerando a 
directriz tangente ao vértice, ou seja p = 0 , que conduz a a
q
= =0 0 . 
Como 1
2
P pq qq
p
= +  e fazendo p = 0  obtém 1
2 0
1
0
P qq= = . 
De (4.23) resulta 
x x y
2
2
2
1
0
0 0
×
= = , logo, x = 0 . Que não é mais do que o 
caso em que a curva se reduz a uma recta coincidente com a directriz. 
 Anastácio da Cunha termina esta preparação com a seguinte citação: 
“Temos visto pelo movimento da directrix formar-se do círculo a Elipse, Parabole, e 
Hipérbole, e abrir-se até a linha recta. O que temos ditto sobeja para a intelligencia do que se 
segue e basta para dar aos principiantes para quem só escrevo huma ideia deste methodo” 
 
 
 
 
 
 
 
Esta abordagem das secções cónicas, que nos parece ser muito pertinente 
no Ensaio em que está integrada, não é muito comum na época, uma vez que 
havia a prevalência do seu tratamento recorrendo às expressões algébricas que as 
representam e não tanto à descrição geométrica do movimento. 
Este esquema assemelha-se, no entanto, ao elaborado por Johannes Kepler 
em 1604, onde pretende representar, num sistema simultâneo de cónicas com 
eixos e focos coincidentes, a ideia de que é possível obter todas as secções 
fig. 4.22 
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cónicas transformando-as de uma espécie para outra, lentamente. Esta 
transformação refere-se ao deslocamento da directriz até ao infinito. 45 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
O estudo da transformação das secções cónicas feito na Preparação 
assemelha-se, segundo o Anastácio da Cunha, ao comportamento da pólvora na 
terra, assunto tratado na Parte I do Ensaio sobre as Minas. Após ter descrito o 
modo como deveria ser colocada a pólvora e tendo em consideração diferentes 
variáveis, como o peso das colunas, a resistência ou a força da pólvora, o autor 
descreve a situação resultante da explosão da pólvora. As figuras 4.24, 4.25 e 4.26 
acompanham a sua explicação, embora seja evidente um desfasamento entre as 
letras aí utilizadas e as do texto, não deixando, no entanto de ser bem expressivas. 
 Supondo que a pólvora encontraria uma resistência igual em todos os pontos 
(embora ele não indique, podemos pensar em todos os pontos considerados na fig. 
4.25 (a, A, b, B, …)) a figura produzida pela explosão da pólvora assemelhar-se-ia a 
uma esfera (ade). Caso numa banda a resistência fosse menor, seria legítimo 
pensar que se formaria um elipsóide (ABD). De seguida, o autor utiliza um modelo 
plano para descrever o seu raciocínio. A pólvora que se inicia num círculo, 
transforma-se numa figura que podemos associar à “ruptura” do círculo. Se 
imaginarmos essa figura resultante e a estendermos obtemos a situação exposta 
na fig. 4.26. Nesta exposição é considerada a situação em que não se encontra 
resistência da parte superior do solo, que, consequentemente, origina uma 
                                                 
45 Field (1999) p. 184 
fig. 4.23. 
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aumento da razão entre a distância Oe (distância entre o foco e o vértice) e a 
distância ea (distância entre os vértices). Este aumento poderá tornar-se infinito, 
situação limite em que a curva obtida se transforma numa recta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 São, sem dúvida, evidentes as semelhanças entre a situação que acabámos 
de descrever e a que ocorre quando nas cónicas fazemos variar a distância da 
directriz ao vértice. E é justamente essa ilação que é exposta nesta Primeira Parte, 
no ponto 7. 
“Não concorre tudo isto confirmar-nos, em que a escavação de huma Mina se hade formar 
da mesma sorte que vimos na Preparação hir pelo movimento da Directrix, abrindo-se e 
estendendo-se o círculo até formar a parabole?” 
 Transpondo o raciocínio para um modelo tridimensional46, a forma de uma 
escavação, produzida pela explosão da pólvora, assemelha-se à transformação de 
uma esfera num parabolóide. Embora não sejam apresentados cálculos da 
resistência da terra para justificar estas afirmações Anastácio da Cunha afirma que: 
“porem a experiencia o confirma, pois medindo-se exactamente qualquer Mina se acha ser 
hum paraboloide” 
 Vemos que neste Ensaio, mais do que em qualquer outra obra sua, Anastácio 
da Cunha privilegia a experiência à teoria como forma de demonstrar os seus 
Princípios, como ouvimos o autor dizer: 
“Quam pouco exacto hé este raciocínio! quantas objeções tem contra si. (…) A verdadeira 
prova, que M. Muller dá deste principio, he quando mostra que sete experiências feitas na Escola 
                                                 
46 Sem considerar o caso limite de não existir curvatura na figura obtida. 
fig. 4.26. fig. 4.25 
fig. 4.24. 
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d’Artelharia de la Fere correspondem com a mais escrupuloza exactidão aos cálculos, que nelle 
funda” 
 Esta afirmação enquadra-se ao propósito do livro. Nesta disciplina de 
Artilharia, de carácter tão prático, faz sentido que se um Principio, mesmo que 
demonstrado teoricamente, não se adaptar à situação que pretende representar 
torna-se inútil. No entanto, bem sabemos que a experiência não é um método de 
demonstração válido em matemática. 
 À medida que exploramos o Ensaio, e analisamos as três partes que o 
constituem, compreendemos a necessidade de Anastácio da Cunha em ter 
produzido as notas introdutórias acerca das secções cónicas. Todavia, a habilidade 
com que as realiza é, de facto, proeminente. Por um lado consegue, de forma 
sucinta, abranger as definições e equações de todas as cónicas, por outro, fá-lo de 
forma bastante consonante e atenta às exigências dos conteúdos da sua obra, sem 
se alongar com pormenores desnecessários.  
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5. Considerações Finais 
 
Finalizamos com algumas observações que pretendem evidenciar e 
relacionar certas ideias fulcrais da nossa investigação. Não pretendemos, com este 
capítulo, resumir o que até aqui tem sido dito, até porque isso seria tarefa 
impossível, mas antes salientar algumas ideias-chave e interligar alguns assuntos 
que foram sendo tratados, de forma isolada, ao longo da dissertação. 
 
Sobre a época   
A ciência moderna: 
? A ciência moderna exige padrões cada vez mais rigorosos, quer na 
observação, quer na experimentação; exclui qualquer influência espiritual-
religiosa; recusa explicações de carácter divino. O Homem torna-se 
confiante na sua razão. 
No âmbito da nossa história e da matemática: 
? A história da matemática portuguesa, até ao século XVIII, mostrou três fases 
essenciais do seu desenvolvimento, correlacionadas, primeiramente, com a 
náutica, depois com o ensino militar e, mais tarde, com o contexto 
universitário; 
? A difusão, entre nós, dos novos conceitos de natureza e razão, liberdade de 
pensamento e experimentalismo, provenientes da Revolução Científica 
levada a cabo por diversas personalidades de toda a Europa, foi demorada 
devido à resistência protagonizada por diversos intervenientes, como a 
teologia natural, a tradição monástica do nosso ensino ou a Inquisição; 
? No século XVIII, a criação de Academias e Observatórios e a Reforma 
Pombalina do Ensino faziam adivinhar uma mudança que se revelou, no 
entanto, pouco eficiente e demorada. Para este percalço contribuíram a 
censura operada pelo governo absolutista do Marquês de Pombal, que não 
facilitou a difusão de novas ideias, e a falta de professores sentida nas 
nossas escolas, fruto da expulsão dos jesuítas do ensino. No entanto, esta 
reforma fez nascer uma nova dinâmica pedagógica e uma profundidade 
científica crescente; 
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? O ensino militar em muito contribuiu para o desenvolvimento da matemática 
como uma disciplina, não apenas necessária à interpretação de diversos 
fenómenos físicos, mas cada vez mais autónoma e desenraizada do seu 
carácter prático preponderante; 
? A produção de manuais escolares, motivada em grande parte, pelo ensino 
militar, começou por ser prática comum neste século. Os livros franceses de 
Belidor e Bézout, atingiram um grande destaque, aos quais se seguiram, 
algumas décadas mais tarde, Lagrange e Lacroix;  
? Embora os Estatutos da Universidade de Coimbra previssem que os 
docentes das disciplinas deveriam elaborar os seus próprios manuais, estes 
demonstraram-se praticamente inexistentes. Eram mais comuns entre nós, 
mesmo no ensino militar, traduções de autores estrangeiros. Tivemos 
oportunidade de destacar alguns autores como Manuel de Azevedo Fortes, 
Inácio Monteiro ou Anastácio da Cunha, entre outros, cujas obras 
constituíram uma excepção, mas, mesmo estas, não foram muito utilizadas 
nas instituições de ensino da época. 
 
Sobre as secções cónicas  
As secções cónicas foram, sem dúvida, um tema privilegiado que remonta à 
Antiguidade, e que desde então tem figurado nas mais diversas esferas científicas1.  
Nos séculos XVII e XVIII, as secções cónicas atingiram uma posição de 
destaque na criação da geometria analítica, ao solucionarem o problema clássico 
do lugar geométrico de três e quatro rectas, ad três aut plures líneas, 
profundamente explorados por Fermat e Descartes. Com Euler, vimos um estudo 
algébrico muito actual das secções cónicas partindo das equações de segundo 
grau e que se tornou comum a diversos autores. Ao obtermos, já na forma 
reduzida, com x e y coordenadas ortogonais, a equação de segundo grau 
22 xxy γβα ++= , podemos estudar a variação dos seus parâmetros e, desta forma, 
encontrar uma correspondência entre as secções cónicas conhecidas e as 
respectivas equações algébricas. As abcissas são vistas como um eixo, na medida 
                                                 
1 No Apêndice B apresentamos alguns dos seus desenvolvimentos históricos que são de todo o interesse para 
quem pretenda aprofundar as suas origens. 
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em que ao considerarmos que para cada valor de x correspondem dois de y, um 
positivo e outro negativo, o eixo em que a abcissa está contida divide a curva em 
duas partes iguais e, mais, será o diâmetro ortogonal da curva. Ao estudarmos a 
variação das três constantes presentes na equação, α , β  e γ  verificamos que 
nem todas provocam tipos diferentes de curvas; aliás, apenas com a variação de γ  
é que isso pode ocorrer. De facto, se considerarmos este valor positivo, como já 
vimos anteriormente, o termo 2xγ  torna-se infinitamente maior do que xβα + , se 
atribuirmos um valor infinito a x, a expressão 2xx γβα ++  adquire sempre um valor 
positivo. Por essa razão, a ordenada y assume valores infinitos, positivos e 
negativos, consoante consideramos +∞=x  ou −∞=x , ou seja, obtemos uma 
hipérbole. Já se considerarmos 0<γ  e um valor muito grande para a abcissa x 
(positivo ou negativo) a expressão 2xx γβα ++  torna-se negativa e a ordenada y 
imaginária, o que é impossível. Pelo que nesta curva nenhuma das abcissas 
poderá ser infinita, o que produz uma curva fechada, ou seja, a elipse. A última 
situação que vimos é quando consideramos 0=γ , onde obtemos uma curva 
“intermédia” entre a elipse e a hipérbole que é a parábola. Em Princípios 
Mathematicos e em Cours des Mathématiques de Bézout vimos uma 
caracterização semelhante embora não parta da equação reduzida de segundo 
grau. Já Muller que não apresenta um estudo algébrico não raciocina deste modo. 
Em Elements of Mathematics, apresenta critérios de caracterização das curvas 
puramente mecânicos, recorrendo à exploração das suas propriedades 
geométricas.  
Uma caracterização pouco usual para a época é a que encontramos em 
Ensaio sobre as Minas e que utiliza as propriedades do foco-directriz, que se 
referem à razão constante existente entre a distância da directriz ao vértice e do 
vértice ao foco. A obtenção das três curvas é conseguida através de diferentes 
condições atribuídas a estes valores. Na nossa opinião esta é uma abordagem que 
descreve de forma explícita a natureza das curvas e a forma, como partindo de 
uma delas, podemos obter as restantes. Actualmente, esta abordagem é feita 
quando exploramos o conceito de excentricidade; no entanto, e apesar das suas 
vantagens pedagógicas, raramente a fazemos com os nossos alunos. Neste 
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sentido, propomos, em Apêndice C, uma actividade que poderá ser desenvolvida 
com os nossos alunos e que permite integrar a história portuguesa e a história das 
secções cónicas no processo de ensino-aprendizagem, como é tão desejável 
actualmente. 
 
Sobre as obras de Euler, Bézout e Muller 
Na escolha das obras que estabelecemos para análise tivemos em conta 
factores de ordem variada. Euler por ser uma figura incontestavelmente marcante 
na sua época, e certamente bastante acessível a Anastácio da Cunha, ou a 
qualquer outro matemático. Além disso, após analisarmos as secções cónicas em 
Principios Mathematicos, verificámos que as duas abordagens demonstravam, à 
partida, elementos de proximidade. Bézout por razões de ordem biográfica2 afins a 
Anastácio da Cunha e por ter constituído uma influência importante na época, no 
que concerne à execução de livros de texto. Muller surge se forma natural, por 
sabermos que Ensaio sobre as Minas é baseado na sua obra. Notemos, ainda, que 
é quase certo que estas obras estariam presentes na biblioteca pessoal de 
Anastácio da Cunha, conforme consta no seu processo de inquisição. 
Antes de iniciarmos a exploração destas obras estávamos longe de imaginar 
que pudessem conter abordagens tão distintas. Em Euler, Introductio in Analysin 
Infinitorum, vemos a análise tratada ao mais alto nível, com uma linguagem tão 
apropriada que ainda hoje é utilizada. Com Bézout, em Cours de Mathèmatiques, 
temos um manual pedagogicamente admirável, com uma selecção de temas 
abrangentes, dados numa ordem tão adequada que seria fácil aos alunos que o 
seguisse serem autodidactas. Já na obra de Muller, Elements of Mathematics, 
vemos uma abordagem mais mecânica, pensada para desenvolver mais o aspecto 
das aplicações práticas do que propriamente teóricas, utilizando, preferencialmente 
o raciocínio sintético. Há no entanto, que distinguir o público-alvo de cada uma 
delas, verificar as suas potencialidades e estabelecer limites para não cairmos no 
ridículo de comparar o incomparável. Temos a noção de que a restrição de uma 
obra por autor não nos desvenda por completo o seu criador, mas na nossa análise 
procurámos centrar-nos mais na obra do que no autor, propriamente.  
                                                 
2 A sua experiência com o ensino militar. 
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Sobre José Anastácio da Cunha  
Metodologias 
Por diversas vezes Anastácio da Cunha fez notar a sua predilecção pela 
síntese em relação à análise, o último scholio do livro XIV comprova esta nossa 
afirmação, tal como diversos excertos das suas diferentes obras. Embora já 
tenhamos transcrito alguns deles, é de todo o interesse recordá-los. Por exemplo, 
em Carta Físico-Mathematica, refere-se ao método analítico da seguinte forma: 
“Este prejudicial, e vergonhoso abuso da Sciencia procede ordinariamente de quasi todos 
dizerem «vamos explicar»; quando apenas se acha hum que diga «vamos indagar» este, ou aquelle 
Phenomeno. O primeiro modo de pensar fez compôr a Descartes a sua Novella de Philosophia: o 
segundo produzio o immortal livro dos Principios de Newton (…) usarei huma espécie de methodo 
geométrico; por ser mais breve; expondo a minha opinião nas seguintes Proposições:” 3 
  Ainda nesta carta defende a experiência em prol dos cálculos, como apelou 
tantas vezes: 
“mas a pura experiência lhe pode mostrar igualmente, e com effeito tem mostrado aos 
velhos, quam erroneas são as opiniões dos modernos.” 4 
Já no seu elaborado Ensaio sobre os Principios de Mechanica Anastácio da 
Cunha refere novamente: 
“Só o catalogo de erros que tem introduzido nas sciencias, a que chamam por excellencia 
exactas, a metaphysica poética, encheria volumes” 5 
Todas estas afirmações, acrescidas às que vimos, fazem-nos reflectir 
acerca do verdadeiro significado dos termos análise e síntese e na forma como 
eram interpretados na época. Uma observação que, de imediato, nos ocorre fazer 
refere-se ao facto de não podermos confundir o termo análise com geometria 
analítica. Embora esta última utilize, recorrentemente, raciocínios analíticos, não é 
de todo impossível utilizar o método sintético para resolver algumas das suas 
questões. Ora se Anastácio da Cunha pretendia elaborar uma obra irrepreensível 
na lógica é natural que a tenha organizado seguindo o método axiomático, e 
usando o raciocínio sintético, preferencialmente. No entanto, compreendemos que 
utilize, concomitantemente, a análise, principalmente quando trata de assuntos de 
                                                 
3Cunha, J. A. da, Carta Fisico-Mathematica (…), in Actas do Colóquio Internacional (1990) p. 319 
4Cunha, J. A. da, Carta Fisico-Mathematica (…) in Actas do Colóquio Internacional (1990) p. 335 
5Cunha, J. A. da, Ensaio sobre os Principios de Mechanica, in Actas do Colóquio Internacional (1990) p. 348 
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geometria analítica, que, por si só, apresentam muitos raciocínios analíticos 
implicitamente. 
Existe em toda esta questão um pormenor que se refere ao método de 
ensinar e das concepções pedagógicas do autor. Como afirma o seu discípulo J. 
M. de Abreu, Principios Mathematicos pretendia ser um manual de 
acompanhamento em situação tutorial, com um mestre, o que justifica, em parte, a 
omissão de certas passagens ou, até, de demonstrações, com o intuito de deixar 
ao aluno espaço para descobrir (utilizando o método analítico) e demonstrar 
(utilizando o método sintético) verdades matemáticas. 
Ainda sobre o seu modo de ensinar que, como já vimos, vem exposto em 
Factos contra calumnias, carta de resposta a Monteiro da Rocha, Anastácio da 
Cunha tem como objectivo seguir os Estatutos da Universidade de Coimbra, mas 
terá sentido algumas dificuldades na sua concretização. Por exemplo, das 
requisições que fez de instrumentos para proceder a experiências nunca viu uma 
resposta; para agravar todas estas insuficiências, o ambiente que preponderava 
entre o geómetra e os seus colegas era tenso. 
Principios Mathematicos e Ensaio sobre as Minas  
A análise das suas obras mostrou-nos duas abordagens diferentes das 
secções cónicas, como já tivemos oportunidade de demonstrar. Uma análise, 
mesmo que superficial, revela-nos que o peso atribuído ao tratamento do tema é 
substancialmente menor em Ensaio sobre as Minas do que em Princípios, quer 
pelo número de páginas que ocupa, quer pela profundidade que alcança. Sabemos 
que os objectivos de cada obra apresentam essências marcadamente distintas, na 
medida em que enquanto uma foi concebida para auxiliar todos os interessados em 
Teoria das Minas6, a outra foi concebida para instrucção dos allumnos do Collegio 
de São Lucas da Real Casa Pia do Castello de São Jorge, como o próprio título 
indica. Tenhamos em conta, também, que as necessidades matemáticas dos 
alunos eram pouco consonantes, pelo que achamos que o autor teve esse facto 
em consideração na consecução de cada uma das obras. 
                                                 
6 Não necessariamente entendidos em Matemática. 
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No que se refere a fontes bibliográficas, não as encontrámos explícitas em 
Princípios, em parte, porque a morte prematura de Anastácio da Cunha não lhe 
facultou a possibilidade de prefaciar a sua obra, mas existem indícios de 
influências de diversos autores, como fizemos notar. No âmbito dos Livros XIV e 
XVII, que analisámos com pormenor, o tratamento algébrico das secções cónicas, 
recorrendo às equações de segundo grau, é bastante próximo da abordagem feita 
por Euler em Introductio in Analysin Infinitorum; sem dúvida o autor mais homólogo 
entre os três que vimos. Achamos, também, que Anastácio da Cunha empregou 
diversos elementos de geometria analítica de Descartes, embora tenhamos 
algumas dúvidas de que esta tenha sido uma influência directa, na medida em que 
este autor se encontrava, já, embebido em obras de outros autores, como por 
exemplo L’Hôpital. Já em Ensaio sobre as Minas as fontes são explícitas, não 
fosse este constituído, em parte, pela tradução da obra de Muller. No entanto na 
parte da Preparação tal não acontece embora, como já tivemos oportunidade de 
referir, a definição de secção cónica siga o traço de Papo. Além disso, o esquema 
que utilizou para representar a transformação das secções cónicas é muito 
semelhante ao exposto por Kepler, em 1604, embora nada nos garanta que esta 
possa ser, ou não, mera coincidência. No que concerne às ilustrações, em ambas 
as obras, os assuntos vão sendo acompanhados, de forma conveniente, e estas 
revelam-se fundamentais para o entendimento dos assuntos. 
Verifica-se nas exposições das secções cónicas, nestas duas obras, uma 
simbiose entre o método analítico e o sintético. A demonstração do Problema I dos 
Principios, tal como a dedução da equação que representa a elipse (pagina 8) no 
Ensaio, constitui exemplo desta utilização simultânea de métodos. Em Principios a 
aplicação da geometria analítica é, no entanto, mais evidente, enquanto que no 
Ensaio predomina o raciocínio sintético, o que torna esta última apresentação 
dominantemente inteligível. Na nossa opinião, o autor foi bastante cuidadoso na 
forma como abordou o assunto, pois a natureza de cada uma destas exposições 
demonstra uma forte consonância com os objectivos a que se propôs alcançar. Se 
por muitas vezes Anastácio da Cunha é apontado como um difusor 
pedagogicamente despreocupado, interpretamos que este exemplo contradiz essa 
concepção, na medida em que o autor mostra-se muito consciente às 
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necessidades, entendimentos e pretensões do público a que se dirige. E se 
embora, à excepção de alguns exemplos particulares, Principios Mathematicos não 
seja uma obra de grandes novidades em termos de conteúdos abordadas, o 
mesmo não podemos dizer sobre a originalidade com que trata os assuntos. 
Relembremo-nos, a este respeito, da analogia existente entre a disposição dos 
termos da equação de uma curva algébrica de qualquer grau (Livro XIV, def. IV) e 
o termo geral da sucessão dos números triangulares, que permite determinar o 
número de termos existentes para cada grau, em particular.  
 
O começo de novas dúvidas… 
Será a conclusão de uma investigação o germinar de novas incertezas? Ou 
de facto, nunca podemos dar por terminada uma investigação? 
As restrições a que fomos sendo sujeitos deixaram para trás tantos assuntos 
que poderiam ter sido tratados, tantos pormenores que poderiam ser 
aprofundados, que nos enche de insatisfação e vontade de explorarmos muito 
mais. De entre alguns que foram ficando pelo caminho salientamos: 
? A comparação e análise de mais autores, de mais obras, de épocas mais 
abrangentes, no âmbito das secções cónicas: 
- Belidor (1757) Nouveau cours de mathématique a l’usage de l’artillerie,  
por ser um manual largamente utilizado e muito similar ao de Bézout; 
-Muller (1760) Traite analytique des sections coniques, fluxions et 
fluentes, que embora se denomine por tratado analítico procede a uma 
abordagem sintética; 
-Bossut (1776) Traité Élementaire de Géométrie et de la maniere 
d’appliquer l’algebre a la geometrie por ser um autor que consta na lista 
de livros da biblioteca pessoal de Anastácio da Cunha, e por dar, às 
secções cónicas um tratamento analítico de género euleriano; 
- Clairaut, por ter elaborado manuais de matemática pedagogicamente 
muito interessantes; 
- Acompanhar, de forma mais ampla, o desenvolvimento das secções 
cónicas em diferente períodos da história da matemática, mormente em 
Portugal; 
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? O aprofundamento do tema das assímptotas da hipérbole e de um 
possível paralelismo com a análise infinitesimal, utilizando documentos 
recentemente descobertos de Anastácio da Cunha e seu discípulos, como 
por exemplo, Dissertaçaõ sobre as verdadeiras noçoens de Infinito, e 
Infinitessimo (…) de Anastácio Joaquim Rodrigues; 
? Verificar a existência de um padrão nos tratados de geometria analítica 
da época pegando, além dos já referenciados, em Traite Analytique des 
sections coniques de L’ Hôspital (1807), Tratado elementar de aplicação de 
álgebra à geometria de Lacroix (1812), Essai de Géometrie Analytique 
appliquée aux courbes e aux surfaces du second ordre de Biot (1813), entre 
outros; 
? Verificar a existência de outros tratados portugueses sobre assuntos 
tratados por Anastácio da Cunha, como por exemplo Compêndio das Minas 
de José Rosa (1794- 2ªed), O Engenheiro Português de Azevedo Fortes 
(1728), (…) e estabelecer conjecturas de análise e de influências. 
 
Anastácio da Cunha fonte inesgotável? 
Anastácio da Cunha mostrou-nos ser uma personalidade intelectualmente 
interessada, um autodidacta nato com largas potencialidades literárias e científicas, 
detentor de uma vasta obra, com muitos aspectos por explorar.  
Numa época em que foram descobertos novos documentos da autoria de 
Anastácio da Cunha e se preparam diversas apresentações sobre esta 
personalidade, parece ser difícil cumprir o desejo que manifestou em A Solidão do 
Campo7:  
«Deixem-me assim viver desconhecido, 
Deixem-me assim morrer, sem ser chorado; 
Do mundo homisiado-e sem que a campa 
Diga onde Jazo» 
 
                                                 
7 Ode traduzida de Pope, Cit in F.A.F.X Cunha, Actas do Colóquio (1990) p.186 
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Apêndice A: Dados Biográficos de José Anastácio da Cunha 
 
 
Data 
Percursos de José 
Anastácio da Cunha 
Obra de José 
Anastácio da 
Cunha 
Outros 
Acontecimentos 
1744 
11 de Maio 
Lisboa, 
Nascimento de José Anastácio 
da Cunha, filho do «pintor de 
profissão» Lourenço da Cunha 
e de Jacinta Inês «criada» 
  
1750 
  Morte de D. João V, 
sucedendo-lhe D. 
José I 
… 
Congregação do Oratório 
(Casa de Nossa Senhora das 
Necessidades) 
Aprende Gramática, Retórica e 
Lógica 
  
1756 
  Inácio Monteiro 
publica Compêndio 
de Elementos de 
Mathematica 
1759 
28 de Junho 
  Publicação de Alvará 
que afasta os 
jesuítas do ensino 
1763 
Valença do Minho 
Alista-se no Regimento de 
Artilharia do Porto 
  
… 
Demonstra uma cultura 
matemática elevada, através 
do Conde de Lippe, torna-se 
conhecido de Marquês de 
Pombal 
  
Redacção de Ensaio 
sobre as minas 
 
1766 
 Início da redacção da 
obra Princípios 
Mathematicos 
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1769 
 Escreve Carta físico-
mathematica sobre a 
theorica da pólvora em 
geral, e a 
determinação do 
melhor comprimento 
das peças em 
particular a pedido do 
major S. Frazer 
 
1772 
  Reforma Pombalina 
da Universidade: 
criação da Faculdade 
de Matemática em 
Coimbra 
1773 
5 de Outubro 
a 
1778 
1 de Julho 
Coimbra, Exerce a cátedra de 
Geometria da recém-criada 
Faculdade de Matemática da 
Universidade de Coimbra 
  
1776 
20 de Abril 
 J.A.C. apresenta o seu 
Compêndio de 
Geometria à 
Congregação de 
Matemática da 
Universidade de 
Coimbra para exame- 
a obra não foi 
aprovada 
 
1777 
Fevereiro 
  Morte de D. José I e 
consequente 
afastamento do 
Marquês de Pombal 
do poder 
1778 
1 de Julho 
É preso pela Inquisição   
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1778 
11 de Outubro 
É lida a sentença em, auto-de-
fé, sendo condenado a três 
anos de reclusão no mosteiro 
em que fora educado, 
seguidos de cinco anos de 
deportação em Évora 
  
1779 
   
Fundação da 
Academia Real das 
Ciências 
1781 
 
É atenuada a sua pena sendo 
libertado e é, posteriormente, 
nomeado professor dos alunos 
da Real Casa Pia em Lisboa, 
  
1786 
31 de 
Dezembro 
  
Correcção da última 
folha de Princípios 
Mathematicos 
 
1787 
1 de Janeiro 
 
Morre José Anastácio da 
Cunha 
  
1790 
 Lisboa, Publicação de 
Princípios 
Mathematicos 
 
1807 
 Londres, Publicação 
do Ensaio sobre os 
Princípios de 
Mechanica (escrito, 
provavelmente, nos 
últimos anos da sua 
vida) 
 
1811 e 1816 
 Bordéus, Tradução 
francesa de Princípios 
Mathematicos, 
elaborada por João 
Manuel Abreu 
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1816 Paris, «2ª edição» da 
tradução francesa 
1838 
 Porto, Publicação da 
Carta Físico-
Mathematica 
 
1839 
 Lisboa, Publicação das 
suas Composições 
Poéticas, por 
Inocêncio Francisco da 
Silva 
 
1930 
 Lisboa, Publicação da 
sua Obra Poética, por 
Hernâni Cidade 
 
1966 
 Lisboa, Publicação das 
Notícias Literárias de 
Portugal, 1780, por 
Joel Serrão 
 
1987 a 1990 
 Coimbra, Reedição 
dos Princípios 
Mathematicos e sua 
tradução, nas 
comemorações do 
bicentenário da sua 
morte 
 
1994 
 Braga, Edição de 
Ensaio sobre as minas 
(escrito, 
provavelmente, antes 
de 1769) 
 
2000 
 Lisboa, Edição de 
Obra literária de José 
Anastácio da Cunha 
(em dois volumes 
reúne alguns inéditos 
do autor- Editora 
Campo das Letras) 
 
 
AS SECÇÕES CÓNICAS: RESENHA HISTÓRICA |   
 
181
Apêndice B: As secções cónicas: resenha histórica 
1. Na Antiguidade  
1.1. Os primeiros desenvolvimentos  
A criação da matemática como ciência racional, ou seja, baseada no raciocínio lógico 
dedutivo remonta aos antigos gregos. As condições para esta criação eram favoráveis 
por diversas razões, mas a posição político-económica que lhes permitia usufruir do 
conhecimento de outras civilizações, como a egípcia ou babilónica, constituiu um dos 
principais motivos do seu sucesso. As secções cónicas são um dos frutos desta criação 
que elevou, de uma forma única, o prazer da intelectualidade e o apreço pelo 
conhecimento.  
A Civilização Grega, que terá vivido o seu apogeu por volta de 300 a 150 a.C., 
desenvolveu um padrão cultural, político e económico que viria a revelar-se como 
arquétipo de referência às civilizações futuras. Na época compreendida entre o seu auge 
e o seu declínio (31 a.C), comummente dominada por Era Helenística, a Ciência Grega 
encarou um novo facto - torna-se independente e não apenas uma mera parte da 
Filosofia. Com um desenvolvimento sustentado por pensadores e dirigentes 
governamentais, a ciência e, em particular, a matemática atinge um nível que ultrapassa, 
em muito, a habitual “ciência como resposta às necessidades do quotidiano”. Eclodindo 
com o início da escola de Pitágoras, perseverado com os trabalhos de Platão e seus 
discípulos, seguido da genialidade de tantos pensadores gregos como Arquimedes, 
Euclides ou Apolónio, o aperfeiçoamento da Ciência, realizado nesta era, constitui uma 
herança cultural inestimável para civilizações futuras. 
A passagem mais explícita que podemos encontrar quanto ao modo como se obtinham e 
classificavam as secções cónicas, até finais do século III a.C., é da autoria de Eutócio, 
num comentário das Cónicas de Apolónio, tendo por base Gémino de Rodes (século I 
a.C.): 
(…) o que Gémino diz está certo: que os antigos, que definiram o cone por rotação dum triângulo 
rectângulo em torno dum lado adjacente ao ângulo recto, consideraram apenas cones rectos, e 
apenas uma secção de cada um, do rectângulo a parábola, do obtusângulo a hipérbole, do 
acutângulo a elipse, esta é a razão dos nomes que davam às secções. Ora do mesmo modo que 
os antigos reconhecia dois rectos em cada género de triângulo- primeiramente no equilátero, de 
seguida no isósceles, por fim no escaleno- e só os mais recente demonstraram o teorema geral 
que em qualquer triângulo os ângulos internos são iguais a dois rectos, também assim se passou 
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com as secções cónicas. O ortotomo apenas era considerado no cone rectângulo, através dum 
plano que o seccionava perpendicularmente a um lado do cone, […] o que explica os nomes 
antigos das linhas da secção. Mais tarde, Apolónio de Perga provou que, geralmente, em todos os 
cones, rectos ou não, se podem obter todas as secções, conforme as diferentes posições do plano 
relativamente ao cone. Com admiração pelos seus notáveis teoremas sobre cónicas, os seus 
discípulos chamaram-lhe «O Grande Geómetra». Gémino diz isto no sexto livro da sua «Teoria da 
Matemática»”.1 
Já é facto aceite que a génese e o desenvolvimento das secções cónicas, como um tema 
matemático, foram, como muitos outros temas, uma invenção dos antigos gregos. Neste 
contexto, surgem três problemas geométricos que desafiaram inúmeros matemáticos e 
pensadores da época e cuja resolução viria a arrastar-se por mais de dois mil anos. É 
precisamente na resolução de um destes problemas - o problema da duplicação do cubo 
(frequentemente denominado problema de Delos) que encontramos a génese das 
secções  cónicas. 
1.2. Resolução do problema de Delos 
Um dos primeiros progressos concretos na resolução do problema, que consistia em 
construir um cubo cujo volume fosse o dobro do volume de um cubo de lado a,  terá sido 
realizado por Hipócrates de Chios (c. 440 a.C.), ao mostrar que a resolução do 
problema da duplicação do cubo seria equivalente ao de encontrar os meios 
proporcionais entre a e 2a, ou seja, determinar x e y que satisfizessem a proporção  
a x x y y a: : := = 2 .                                                       (1.1)  
A ligação entre esta proporção e as cónicas pode verificar-se, de forma simples com o 
uso de ferramentas algébricas actuais. Das proporções (1.1) obtemos as três igualdades: 
2x ay= , 2 2y ax= , 22xy a= , ou seja, as equações de secções cónicas, que hoje 
conhecemos (da parábola (duas primeiras) e da hipérbole). Contudo, este cálculo não 
podia ser obtido de forma imediata na Antiguidade, onde a correspondência de uma 
equação a uma curva era, ainda, desconhecida. Note-se, no entanto, que as duas 
questões estão intimamente ligadas e que as cónicas podem surgir assim, de forma 
natural, da solução do problema da duplicação do cubo proposta por Hipócrates.  
                                                 
1  Cit in Correia, C. S. et al (2000 ) p. 315 
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fig. B.1 (fonte: Katz (1993)) 
1.3. O aparecimento das secções cónicas 
As secções cónicas instituem-se, desta forma discreta, no círculo da Matemática da 
Antiga Grécia. Especula-se que Demócrito (c. 410 a.C.) e outros geómetras terão 
explorado as secções planas de um cone, paralelas e não paralelas à base. Contudo, 
terá sido Menaechmo (c. 350 a.C.), discípulo de Eudoxo (480-c, 355 a.C) e 
contemporâneo de Alexandre o Grande (356-323 a.C.), quem primeiramente identificou a 
existência de uma família de curvas que podiam ser obtidas através de intersecções dum 
cone recto de base circular, com um plano perpendicular a uma geratriz. Esta observação 
terá surgido na tentativa de resolução do problema de Delos. Ao construir curvas que 
satisfizessem as propriedades algébricas das proporções (1.1), Menaechmo mostraria 
que o ponto obtido por intersecção destas solucionava o problema da duplicação do 
cubo, bastando para isso obter os dois meios proporcionais pretendidos. Embora se 
desconheça a forma como o matemático terá construído as curvas, aceita-se, 
frequentemente, que este tenha utilizado os métodos euclidianos de determinação de 
meios proporcionais de segmentos. Exemplifique-se a construção da parábola: 
 
Para construir a curva que verifica a propriedade 
y ax
2
2= , podemos utilizar o método de Euclides, 
da construção de meios proporcionais 
repetidamente. Primeiramente, desenhemos dois 
segmentos de recta de comprimento 2a e x sobre 
uma mesma recta. De seguida, desenhemos os 
semicírculos que tenham a linha recta como 
diâmetro e, por fim, erga-se a perpendicular à 
recta, no ponto de junção dos dois segmentos. 
Esta perpendicular tem o comprimento y que 
satisfaz a propriedade pretendida. Fazendo variar o 
comprimento x e os pontos onde as perpendiculares se intersectam, obtemos a curva 
pretendida, ou seja uma parábola2.  
A obtenção de diferentes curvas terá permitido a Menaechmo resolver o problema da 
duplicação do cubo: 
                                                 
2 Katz ,V. (1993) p.109 
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Supondo que o problema ficaria resolvido descobrindo AV , ou seja a aresta do cubo 
pretendido, e fazendo AV x=  e VB y= , tal como vimos anteriormente, ao transpormos 
as proporções (1.1) para a notação de geometria analítica actual, podemos obter as 
seguintes expressões: x ay
2= , y ax2 2=  e xy a= 2 2 , que mais não são que as equações 
que representam duas parábolas e uma hipérbole, respectivamente. Desta forma, uma 
primeira solução, equivalente à apresentada por Menaechmus passaria por obter o ponto 
de intersecção da parábola x ay
2= , ou seja 21y x
a
=  (representada a roxo) com a 
hipérbole equilátera xy a= 2 2  (representada a verde), e uma segunda solução obtida 
através da intersecção da parábola 2
1y x
a
=  com a parábola 21
2
y x
a
=  (representada a 
azul). De notar que das duas soluções, e consequentes equações podemos concluir que 
3 32x a= , em que x é aresta do cubo pretendido e a a aresta do cubo dado. 
Note-se, uma vez mais, que embora estas equações não pudessem ter sido utilizadas na 
época, a representação das secções cónicas por características - symptôme- expressões 
que reflectem certas propriedades, era já prática comum. Esta representação referia-se, 
geralmente, a sistemas de eixos de coordenadas rectangulares ou, ocasionalmente, 
oblíquas.  
A relação estabelecida, pelos sábios gregos, entre as curvas utilizadas na resolução do 
problema da duplicação do cubo e as secções de um cone não está suportada 
documentalmente. Porém, podemos conjecturar que os gregos, dotados de um excelente 
poder de observação, ter-se-iam sentido atraídos pela forma obtida quando se secciona 
um cone (ou de um cilindro) por um plano oblíquo inclinado em relação aos eixos em que 
A V 
 O 
fig. B.2 (construído no  programa de software 
Graphmatic)
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a secção ocorre. A observação de que uma elipse pode ser obtida tanto pela secção de 
um cone como seccionando um cilindro recto, consta em Phaenomena de Euclides (330 
a.C. - 275 a.C) 
 “If a cone or a cylinder be cut by a plane not parallel to the base, the resulting section is 
a section of an acute-angled cone which is similar to shield”3.  
Uma das primeiras definições que ocorriam, na Antiguidade, no tratamento das secções 
cónicas era a definição de cone.  
Definição: Cone 
É a superfície obtida pela revolução de um triângulo rectângulo, sobre um dos lados 
que contém o ângulo recto4.  
De onde podemos concluir que os cones considerados na época de Euclides eram 
apenas os rectos5. Contudo, destes era feita uma distinção consoante o ângulo vertical 
do cone fosse inferior, superior ou igual ao ângulo recto. Euclides utiliza, 
respectivamente, os nomes acutângulo, obtusângulo e rectângulo para identificar os 
cones anteriores. A classificação das diferentes secções cónicas começou por ser feita 
seccionando cada um destes cones com um plano perpendicular a uma geratriz: 
Consideremos um cone gerado pela rotação de um triângulo ABC, rectângulo em B, em 
torno do lado AB. Fazendo variar o ângulo ˆBAC  obtemos: 
- Cone oxigonal ou acutângulo ( ˆBAC agudo) cuja secção se denomina 
Oxytome (equivalente à elipse);  
- Cone ortogonal ou rectângulo ( ˆBAC  recto) cuja secção se denomina 
Orthotome (equivalente à parábola);  
- Cone ambligonal ou obtusângulo ( ˆBAC  obtuso) cuja secção se denomina 
Amblytome (equivalente à hipérbole). 
                                            
                                                 
3 Heath, T. (1981) p.111 
4 Ibidem 
5 Consideram-se como cones acutângulo, rectângulo e obtusângulo aqueles que formam no vértice um ângulo 
agudo, recto e obtuso, respectivamente. De notar que a denominação de cone recto refere-se a todos os cones 
que são obtido pela rotação de um triângulo rectângulo sobre um dos seus catetos e não deve ser confundida 
com o termo de cone rectângulo. 
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fig. B.3 (fonte: Waerden (1954)) 
 
Depois desta descoberta, sobre a qual não podemos garantir que tivesse sido da autoria 
de Menaechmo, os desenvolvimentos neste tema foram bastante rápidos. Em finais do 
século IV a.C. eram já dois os extensos tratados sobre cónicas Sólid Loci de Aristaeus 
(c. 320 a.C.) e Cónicas de Euclides. Embora estes trabalhos estejam considerados 
irremediavelmente perdidos, a sua existência e conteúdo são relatados por autores, como 
Arquimedes ou Papo. 
1.4. Symptôm 
“Medeis eisito ageometretos”6 , a frase supostamente exposta na entrada da Academia 
de Platão, patenteia o domínio da geometria na antiguidade clássica. A sua 
sistematização, levada a cabo por Euclides, transforma-a numa construção dedutiva que 
perpetua por muitos séculos. As limitações de encarar a geometria desta forma 
axiomática adiam por séculos a criação de outras geometrias e suas aplicações. A 
inexistência de geometria analítica não impediu que geómetras gregos da época 
conseguissem deduzir as Symptôm das diferentes secções cónicas. Consta-se que 
Menaechmus, Aristaeus ou Arquimedes já conhecessem esta forma de gerar expressões 
para as diferentes secções partindo de diferentes cones: 
Exemplo: Symptôm do ortotomo  
 Procedimento provável de Menaechmus7 
Consideremos um cone ortogonal. Seja OBC a secção 
segundo o eixo OL e considere-se AG, a secção 
perpendicular a AO, que é perpendicular ao plano do 
papel. As rectas AG e OC são paralelas. Seja P um 
ponto qualquer na curva e PN perpendicular a AG. 
Consideremos BC que passa em N perpendicular ao 
eixo OL do cone. Então, P está sobre a secção circular 
do cone que tem por diâmetro BC. 
Desenhando AD paralela a BC e DF e CG paralelas a OL intersectando AL, obtemos 
os pontos F e G. Observe-se que AD e AF estão então bissectadas por OL.  
Se tivermos PN y e AN x= =  podemos concluir que 2 2y PN BN NC= = ⋅ . 
Como os triângulos BAN e NCG (rectângulos e isósceles) são semelhantes temos que:  
                                                 
6 “Não entra quem não souber geometria”, 
7 Heath, T. (1981- II), p.112 
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2
BN NC AN NG
AN AF
AN AL
⋅ = ⋅
= ⋅
= ⋅
 
Portanto                          
2
2
y AN AL
AL x
= ⋅
= ⋅  
Onde 2AL é o parâmetro da ordenada principal y. 
Na construção da symptôm do Amblytome (equivalente à hipérbole) Menaechmus 
terá obtido, inicialmente, o caso particular da hipérbole equilátera, considerando, no 
entanto, as suas assimptotas. 
 
1.5. Desenvolvimentos posteriores 
Após Menaechmus dar a conhecer a parábola e a hipérbole equilátera, e de as utilizar 
para solucionar o problema da duplicação do cubo, existiram desenvolvimentos muito 
profícuos: Euclides, por volta de 300 a.C., escreve Cónicas um dos seus trabalhos 
geométricos perdidos8; Aristaeus escreve Spatial Loci; Arquimedes de Siracusa (287 – 
212 a.C.) desenvolve diversos temas utilizando cónicas quer no seu tratamento teórico, 
quer ao nível das suas aplicações práticas e, até, na sua aplicação à resolução de outros 
problemas. Arquimedes representava as cónicas fazendo uso dos seus symptôm, 
utilizando eixos de coordenadas rectangulares ou oblíquas. Julga-se, também, que 
conheceria a definição de elipse e de hipérbole (que relaciona o quadrado da ordenada e 
um rectângulo com a abcissa para um dos lados) e que a representava sob a “forma de 
duas abcissas”:  
Seja AB a= o eixo maior da cónica e PQ y=  a perpendicular a AB a partir de um 
ponto da cónica (ordenada) e as distâncias AQ x=  e 1BQ x=  abcissas. Então, no 
caso da elipse tem-se 1x a x= −  e ara a hipérbole 1x a x= + . Assim, a symptôm, ou 
seja a condição que satisfaz cada ponto P da curva nos dois casos é  
2
1:y xx α=                                                                (1.2) 
 e em que o raio é α .9 
                                                 
8 Embora este se encontre perdido podemos tomar conhecimento do seu conteúdo após a sua utilização 
sistemática por Arquimedes. 
9 Waerden, B. L. (1954) p. 242 
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De notar que para o círculo 1α = . E que se 1x , 1x  e y são as abcissas e as ordenadas 
de um qualquer ponto da curva então podemos substituir (1.2) por 2 21 1: :y xx y xx=  e que 
foi a expressão utilizada por Arquimedes para escrever a symptôm.  
Segundo van der Waerden (1954), podemos encontrar nos trabalhos de Arquimedes a 
prova de que toda a elipse pode ser considerada como a secção de um cone circular 
cujo vértice pode ser escolhido arbitrariamente no plano de simetria da elipse.  
1.6. Apolónio de Perga (ca. 262.-ca.190 a.C) 
Apolónio, nascido em Perga, uma cidade da Ásia Menor, é uma das figuras marcantes da 
história da geometria da civilização antiga. Ao matemático atribui-se, a genialidade no 
desenvolvimento do tema das secções cónicas, pela forma aprofundada e generalizada 
como o explorou. O próprio afirma, que embora tenha tido importantes precursores, a sua 
teoria pode ser considerar mais completa e geral do que a de qualquer um destes. De 
facto, no seu trabalho Cónicas, que tem sido muitas vezes considerado como o 
verdadeiro tratado das secções cónicas, Apolónio atribuiu os nomes pelos quais hoje 
conhecemos as secções, assim como as obteve utilizando o mesmo cone duplo. Desta 
obra, dividida em oito livros, apenas foram conservados sete: os quatro primeiros em 
grego, que dizem respeito à parte elementar do tema, os três últimos numa tradução em 
árabe, que incluem estudos especiais com teoremas e propriedades notáveis10.  
 
                                                 
10 Vasconcelos, F. (1925) p. 369-371  
A Q  B 
P 
x x1 
y x1 
A Q  B 
P 
x 
y 
a 
fig. B.4 (fonte: Waerden (1954)) fig. B.5 (fonte: Waerden (1954)) 
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Conteúdo de Cónicas de Apolónio 
 
 
 
 
 
 
 
 
No primeiro livro das Cónicas, contrariamente à tendência da época, Apolónio começa 
por definir superfície cónica e não cone como seria de esperar: 
Definição: Superfície cónica 
 É a superfície composta por duas folhas que se tocam num ponto fixo do 
espaço, o vértice, gerada por uma recta indefinida passando por este ponto e 
percorrendo a periferia dum círculo, a cujo plano o ponto é exterior. 11 
Define, ainda, diversos elementos de secções cónicas como cone e eixo do cone 
servindo-se destas definições para concluir que um cone é recto ou escaleno 
consoante o eixo12 é ou não perpendicular ao plano da base. Diâmetro de uma linha 
plana é outro dos conceitos abordados na sua obra, definindo, também a recta que 
divide em partes iguais todas as rectas paralelas entre si, compreendidas na linha 
plana. Apolónio descreve ordenada aplicada ao diâmetro como uma qualquer das 
rectas que o diâmetro divide em partes iguais, e, finalmente secção cónica. 
Definição: Secção cónica.  
É a intersecção de um cone de vértice A e base circular de diâmetro BC por um plano 
que corta a recta AB em F e a base do cone segundo uma recta DE perpendicular a 
BC.  
                                                 
11 Vasconcelos, F. (1925) p. 373  
12 Recta que une o vértice com o centro da base. 
 Livro 1: Geração das três cónicas e secções opostas, propriedades elementares; 
 Livro 2: Estudo da hipérbole e de suas assimptotas; 
 Livro 3: Síntese de diferentes conhecimentos obtidos e generalização das cónicas 
mediante projecções; 
 Livro 4: Modos de intersecção de duas cónicas; 
 Livro 5: Curvatura, normal e subnormal; 
 Livro 6: Secções cónicas semelhantes; 
 Livro 7: Propriedades especiais do diâmetro conjugado, diorismas; 
 Livro 8: Problemas de sobre cónicas. 
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Considere-se G o ponto médio de ED e H um ponto qualquer da cónica. Seja HK uma 
recta paralela a ED passando por H e cortando FG em L e a cónica em K. Introduza-se, 
agora, o segmento FM perpendicular ao plano da parábola, que será o parâmetro da 
secção. Obtendo-se as três secções cónicas da seguinte forma13:  
1) A parábola: o segmento FM que é tal que 
2FM BC
FA BA AC
= ⋅ .  Logo, para todo o 
ponto H se tem 2HL FM FL= ⋅ . Ou seja, a symptôm pretendida. 
2) A hipérbole: considere-se P o ponto de intersecção de FG e AC, e R o ponto de 
BC tal que AR seja paralela a FG. O segmento FM é tal que 
2FP AR
FM BR RC
= ⋅ . 
Consideremos uma recta paralela a FM, passando por L, no mesmo plano, e Q a 
intersecção desta recta com PM. Desta forma, completa-se um rectângulo FNQL e pode 
construir-se MO paralela a FL. 
3) A elipse: considere-se o ponto R de BC tal que AR seja paralela a FG. O 
segmento FM é tal que 
2FG AR
FM BR RC
= ⋅ . Desta forma, completa-se um triângulo definido 
por F, L, M e um ponto N. Seja P a intersecção de FG com AC. Então Q será a 
intersecção de PM com LN e O é tal que FOQL é um rectângulo. 
 
                                                 
13 Vitrac (2004-2005) p. 88 
fig. B.6, B.7, B.8  (fonte: Vitrac (2004 - 2005)) 
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De 2) e 3) Apolónio estabelece que, para todo o ponto H, o quadrado sobre a ordenada 
HL é igual, respectivamente, aos rectângulos FNQL e FOQL, cada um de largura FL (que 
nós denominamos por abcissa, e por ordenada a porção de diâmetro recortado).  
   
Apolónio terá derivado a symptôm da elipse: 
 Suponhamos que um qualquer plano intersecta a 
base em EZ, de modo a formar um plano 
perpendicular a este segmento. Tomemos o plano 
TΓΔ  como o nosso plano de trabalho e AB (a recta 
de intersecção desse plano com o da cónica) como 
o eixo de XX. Construa-se a ordenada KΘ  de um 
ponto arbitrário da curva, paralela a EZ. Esta linha 
encontra o plano da cónica e também através de K o 
plano do círculo KPΠ  paralelo ao círculo da base. 
Por construção, no plano deste círculo, KΘ  é perpendicular ao diâmetro PΠ . Pelo que a 
equação do círculo será 2K PΘ = ΘΠ ⋅Θ . 
Posteriormente, Apolónio terá desenhado TΛ  paralelo a AB e considera as proporções: 
  : :B TΘΠ Θ = ΛΓ Λ    e  : :P A TΘ Θ = ΛΔ Λ  através das quais obtém 
2: :P B A TΘΠ ⋅Θ Θ ⋅Θ = ΛΓ⋅ΛΔ Λ  
Se substituirmos PΘΠ ⋅Θ  por 2KΘ e se designarmos o membro direito por α , obtemos 
a symptôm para o caso da elipse: ( )2K A BαΘ = Θ ⋅Θ  
Ou seja, na nossa notação habitual: 
2
1y xxα=                                                                      (1.3) 
E para o caso da parábola Apolónio deduz a expressão  
2y px=                                                                         (1.4) 
Ao considerar uma ordenada KΘ  no plano da cónica, Apolónio introduziu um novo 
elemento no estudo das cónicas, ou seja, o cone e o plano da cónica deixam de ter um 
plano comum de simetria, pelo que as direcções X e Y deixam de ser mutuamente 
perpendiculares. Além disso, as equações (1.3) e (1.4) podem ser facilmente 
fig. B.9 (fonte: Heath (1981)) 
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interpretadas: 2y é igual a um rectângulo de base de base x e altura 1xα  em (1.3) e 2y é 
igual a um rectângulo de base de base x e altura p  em (1.4). 
 
  
Note-se que em (1.4) a altura 1xα  passa a ser não constante como no caso da parábola. 
Na elipse (fig. B.12) temos que 1x a x= − , pelo que 1x a xα α α= − , ou seja, o rectângulo 
está “aplicado” ao segmento de recta p aα=  de tal forma que se apresenta em “defeito” 
e a base apresenta uma razão constante de :p aα = . Analogamente, a hipérbole (fig. 
B.11) 1x a x= + , logo 1x a xα α α= + , contudo o rectângulo apresenta-se, agora, em 
“excesso” embora a sua altura e base apresentem a mesma razão constante :p aα = .  
Os nomes em “defeito” e em “excesso” remetem-nos a questões estudadas pela escola 
pitagórica em problemas que aplicam um paralelogramo. Apolónio utiliza esta 
nomenclatura no tratamento das secções cónicas. Referindo-se à elipse como a 
aplicação por defeito, à hipérbole por excesso e parábola como a aplicação de um 
paralelogramo a um segmento. 
Os termos em excesso e em defeito surgem no contexto de 
questões do género da que a seguir se apresenta e que 
constitui a proposição II.5 dos Elementos de Euclides: 
II.5. Dividindo-se uma recta em partes iguais e em partes 
desiguais, o rectângulo contido pelas partes desiguais, junto 
com o quadrado sobre a recta entre os pontos de secção,  é 
igual ao quadrado sobre a metade da recta dada.  
fig. B.10, B.11, B.12 (fonte: Waerden (1954)) 
fig. B.13 Construído no 
software Macromedia 
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A aplicação em defeito, deste exemplo, refere-se à aplicação “em defeito” do 
paralelogramo AGQF sobre a recta AB, ou seja, refere-se ao facto de o lado AQ ser 
menor que o segmento de recta dado AB. 
Representado a relação das áreas dos rectângulos “aplicados” com a área do quadrado 
2y podemos obter 
( )
( )
( )
2
1
:
y x x
x a x
x p x
x p p a x
α
α α
α
=
= ±
= ±
⎡ ⎤= ±⎣ ⎦
 
Em que, naturalmente, o sinal positivo refere-se à hipérbole e o negativo à elipse. Os 
valores de a e de p são, por vezes denominados de lactus transversum e lactus rectum, 
respectivamente.14 
Vejamos, a titulo de curiosidade, as definições de parábola e hipérbole apresentadas por 
Apolónio nas proposições 11 e 12 do seu primeiro livro e que são caracterizadas 
recorrendo à aplicação de uma área sobre um segmento de recta dado: 
 
Proposição 11: Parábola 
 “Se um cone é cortado por um plano pelo eixo e também por um plano que seja paralelo 
ao mesmo tempo às cordas que o primeiro plano divide em parte iguais e a um dos lados do 
triângulo pelo eixo, uma ordenada da secção poderá um espaço (i.e. formará um quadrado) igual 
ao rectângulo compreendido sob a abcissa correspondente e sob uma quarta proporcional ao 
rectângulo compreendido sob os lados do triângulo pelo eixo, ao quadrado construído sobre a 
base deste triângulo e à distância do vértice da secção ao vértice do cone, e esta secção será 
chamada uma parábola.”15 
Proposição 12: Hipérbole 
 “Se um cone é cortado por um plano pelo eixo e também por outro plano que corte a base 
segundo uma perpendicular à base do triângulo pelo eixo; se o diâmetro da secção encontra um 
dos lados do triângulo pelo eixo para além do vértice; uma ordenada da secção poderá o espaço 
(i.e. formará um quadrado) igual ao rectângulo compreendido sob a abcissa correspondente e sob 
uma quarta proporcional ao quadrado da paralela do diâmetro, conduzida pelo vértice do cone e 
terminada na base, ao rectângulo compreendido sob as partes da base do triângulo pelo eixo, 
                                                 
14 Waerden, B. L. ( 1954 ) pp. 246-248 
15 Vasconcelos, F. (1925) p. 374 
| APÊNDICE B 
 
194
determinada por esta paralela, e à parte do diâmetro compreendida entre os lados do triângulo 
pelo eixo; e mais um espaço semelhante e semelhantemente colocado, em relação ao que seria 
compreendido sob esta quarta proporcional e a parte do diâmetro compreendida entre os lados do 
triângulo pelo eixo.” 16 
Um dos problemas abordados por Apolónio, tratado anteriormente por Euclides sem 
sucesso e que desempenhou um papel importante na história da geometria foi o 
problema do lugar geométrico de três e quatro rectas. Apolónio parecia adivinhar essa 
importância ao afirmar no prefácio geral de As Cónicas: 
“The third book contains many remarkable theorems useful for the syntheses of solid loci and for 
diorismi; the most and prettiest of these theorems are new, and it was their discovery which made 
me aware that Euclid did not work out the synthesis of the locus with respect to three and four lines, 
but only a chance portion of it, and that not successfully; for it was not possible for the said 
synthesis to be completed without the aid of the additional theorems discovered by me.”17 
 
Problema: ad três aut plures líneas: (lugar geométrico de três e quatro rectas) 
Dadas três (ou quatro) rectas de um plano, pretende-se achar o lugar de um ponto P que 
se move de modo que o quadrado da distância de P a uma delas seja proporcional ao 
produto das distâncias das outras duas (no caso de quatro rectas, o produto das 
distâncias a duas delas é proporcional ao produto das distâncias às outras duas). 18 
Apolónio terá resolvido completamente este problema num dos seus livros perdidos. A 
solução seria uma cónica. 
Utilizando a notação actual, pelo método analítico a solução pode ser vista da seguinte 
forma:  
Consideremos as rectas de equação: 
 
1 1 1
2 2 2
3 3 3
0
0
0
A x B y C
A x B y C
A x B y C
+ + =
+ + =
+ + =
 
Em que os ângulos em que as distâncias devem ser medidas são 1 2 3, ,θ θ θ . Então o lugar 
pretendido será: 
                                                 
16 Vasconcelos, F. (1925) p. 374 
17 Heath, T. (1981) p. 129 
18 Eves, H. (1997) p.103 
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( )
( )
( ) ( )21 1 1 2 2 2 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3
A x B y C K A x B y C K A x B y C
A B sen A B sen A B senθ θ θ
+ + + + + += ⋅+ + + . 
Como a equação obtida é, em geral, de segundo grau em x e y, representa, como hoje 
sabemos, o lugar da secção cónica. 
Analisar toda a obra de Apolónio, mesmo que de uma forma superficial seria tarefa 
morosa e de extrema complexidade. Contudo, o facto de essa não ser feita aqui não nos 
impede de fazer uma observação acerca da importância desta obra no vasto tema que 
constitui as cónicas. Tratadas de uma forma essencialmente geométrica este tratado 
parece tornar complexa a tarefa de recriar novas perspectivas de abordagem.  
1.7. Os últimos desenvolvimentos na Antiguidade 
Após o auge da Era Helenista, uma combinação de causas políticas, económicas e 
tecnológicas conduziu ao declínio da civilização grega. Como sugere Howard Eves19, a 
carência de equipamentos, a diminuição do apoio governamental, um interesse paralelo 
entre filosofia e religião foram factores que contribuíram para essa lenta e duradoura 
decadência. A Matemática e, em particular, a tradição geométrica grega, não constituíram 
uma excepção a esse declínio.  
Papo de Alexandria (final do século III), terá sido, quinhentos anos após a morte de 
Apolónio, o último grande geómetra grego da Antiguidade. Embora o principal objectivo 
de Papo, o de reacender o entusiasmo e interesse pela geometria clássica grega, não 
tivesse sido verdadeiramente alcançado, o seu empenho não foi em vão. Através dos 
seus extensos comentários, traduções e estudos, que cobriram praticamente todo o 
domínio da geometria grega temos, hoje, conhecimento da existência de muitas obras 
que se encontram ainda perdidas. A sua obra Coleção Matemática, um tratado de oito 
volumes, definida por Heath20 como “a handbook or guide to Greek geometry rather than 
an encyclopaedia”, engloba uma reunião e análise de algumas das mais importantes 
obras dos grandes geómetras gregos, acrescentando, em alguns caso, interessantes 
comentários e novas proposições. Os dois primeiros estão perdidos, e os restantes 
abordam diversas questões geométricas, de astronomia e mecânicas21.  
                                                 
19Eves , H.(1997) p.163  
20Heath, T. (1981-II) p. 358  
21 Bossut , C. (1802) 
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“A Colecção Matemática de Papo é verdadeiramente uma mina rica em pepitas 
geométricas. (…). Poderíamos chamá-lo de réquiem ou canto do cisne da geometria 
grega.” 22 
 O contributo de Papo no âmbito das secções cónicas situa-se, antes de mais, na 
análise feita pelo autor aos desenvolvimentos produzidos por Euclides e Apolónio sobre o 
tema, assim como no tratamento do problema de Delos. Contudo, um dos problemas que 
houvera sido tratado primeiramente por Euclides e depois por Apolónio, e que mais tarde 
viria a ser explorado por Descartes, seria o problema do lugar geométrico de três ou 
quatro rectas. Papo terá retomado a solução apresentada por Apolónio e sugerido a sua 
generalização para um número de rectas superior a quatro. De facto, esta generalização 
dificilmente poderia ser bem sucedida com as ferramentas da época, na medida em que 
a geometria apenas comportava três dimensões.  
“Suppose that there are five or six lines, and that 1 2 3 4 5, , , ,p p p p p  or 1 2 3 4 5 6, , , , ,p p p p p p  are lengths 
of straight lines drawn from a point to meet the five or six at given angles” 23 
Se no primeiro caso 1 2 3 4 5p p p p p aλ= , em λ que representa um raio constante e a um 
comprimento dado, então o segundo caso, 1 2 3 4 5 6p p p p p pλ= , o lugar do ponto será em 
cada caso uma certa curva dada em posição. No caso de haver mais do que seis linhas 
não seria possível numa geometria que admita apenas três dimensões. 
 Papo também ter-se-á debruçado sobre o problema da duplicação do cubo e, 
segundo Bossut24, terá trabalhado de uma forma engenhosa os meios proporcionais que 
anteriormente tratamos no âmbito deste problema. O lugar de rectas, como muitos outros 
problemas, encontra-se no Livro VII, que constitui O Tesouro da Análise, e que é 
considerado historicamente como um dos mais proeminentes, ao conter descrições de 
diversas obras como de Euclides, Apolónio, Aristaeus ou Eratóstenes. O último livro, VIII, 
será provavelmente de total criação de Papo e nele podemos encontrar, por exemplo, a 
solução do problema da construção de uma cónica por cinco pontos dados. Papo terá 
dado, também o primeiro enunciado e prova de caracterização foco-directriz-
excentricidade das três secções cónicas. 
 
                                                 
22 Eves, H. (1997) p. 212 
23 Heath, T. (1981- II) p. 402 
24 Bossut , C. (1802) 
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 Uma das últimas influências na civilização grega terá sido Hypatia de Alexandria 
(370-415). Embora grande parte da sua obra não tenha perpetuado até aos nossos dias, 
a filha de Téon, que viveu no período final do século IV d.C., distinguiu-se nos campos da 
matemática, medicina e filosofia. A primeira mulher, de que temos conhecimento, a 
dedicar-se profundamente à matemática, realizou comentários sobre a Aritmética de 
Diofanto e As secções cónicas de Apolónio, embora se desconheça o conteúdo. Hypatia 
é, sem dúvida, um nome, que pela sua singularidade não deveria permanecer esquecido 
na história das cónicas. 
2. A idade moderna 
O conceito de mundo ocidental ganhou uma nova dimensão no período compreendido 
entre 550 a.C. e 476 d.C. que foi marcado pelo domínio de diversas civilizações que 
constituíram verdadeiros impérios. Impérios como o Persa, o Grego (Egipto Ptolemaico, 
Reino Selêucida e Macedónia) ou o Romano, procederam a uma tentativa de aculturação 
perante as civilizações conquistadas, tentando difundir e impor a sua língua e os seus 
conhecimentos. Foi, em certa medida, um fenómeno bem sucedido, contudo muitas 
foram as características que esses diferentes povos conseguiram perpetuar da sua 
cultura. Mas as redes comerciais instituídas, os sistemas económicos cada vez mais 
padronizados e a religião crescentemente partilhada, deram um novo significado ao 
“mundo ocidental”. Havia uma transformação cultural e uma partilha de interesses.  
“O povo da época sentia essa uniformidade e expressava-a em termos geográficos; os 
gregos referiam-se colectivamente à Grécia, Itália, ao Egipto e ao Médio Oriente como 
oikoumene ou “mundo habitado/ civilizado”25.  
 Por volta do século V d.C.  as invasões bárbaras e a queda do Império Romano, fizeram 
inverter essa tendência de crescimento homogéneo e foram criadas divisões culturais 
que ainda hoje são marcantes: o domínio do Cristianismo na Europa e do Islamismo no 
mundo árabe-iraniano. Seria o fim da civilização ocidental antiga e o início da Idade 
Média na Europa.  
O encerramento da última escola grega, a Academia de Atenas, por Justiniano fez com 
que se dispersassem ideias, alunos, professores e livros. Neste período a que nos 
referimos pudemos assistir a uma decadência no que se refere ao desenvolvimento 
científico ou matemático e seriam necessários muitos séculos para se assistir novamente 
a um renascimento desta actividade na Europa. Não obstante, desenvolvimentos no 
                                                 
25 Eves, H. (1997) p. 282 
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âmbito das ciências foram sendo feitos algures na bacia do Mediterrâneo, seria o domínio 
da matemática chinesa, hindu e árabe. E o Oriente passou a ser uma resposta à falta de 
capacidade do Ocidente. Bagdad transforma-se numa cidade cosmopolita onde se 
trocam mercadorias e se partilham os saberes actuais com reminiscências de saberes 
antigos. No século IX é fundada uma verdadeira fundação científica e obras gregas (de 
Euclides, Apolónio, Diofante, Arquimedes ou Aristóteles) são traduzidas e partilhadas 
pelos sábios iranianos e indianos. A álgebra adquire uma importância capital e o sistema 
decimal de posição enriquecido pelo zero (descoberto pelos indianos) traça um novo 
rumo cientifico de carácter mais prático que o da Antiguidade. 
 A Europa da Idade Média foi marcada por um nível de ensino precários e por um 
quase total esquecimento da arte e do saber greco-latino. Porém, em inícios do primeiro 
milénio assistiu-se a um movimento de difusão das obras gregas e hindus e suas 
traduções essencialmente para latim. A invenção da imprensa, cinco séculos depois, 
atribui a esta difusão um novo significado, e o desenvolvimento científico começa, 
progressivamente, a renascer.  
 Após um longo período sem desenvolvimentos significativos, as cónicas 
aparecem novamente no século XVII, sobretudo em trabalhos de Desargues, Pascal, 
Kepler, Galileu e Descartes, nomeadamente no âmbito da geometria analítica. Todavia, 
estes autores seguiram abordagens bem distintas, como já tivemos oportunidade de 
notar ao longo deste trabalho. Mas além da geometria analítica, existiram outras 
abordagens como poderemos ver de seguida. 
2.1. Outras perspectivas 
Na sua origem, as cónicas foram definidas como secções de 
um cone, porém existem outras possibilidades para definir 
uma secção cónica. Entre elas a definição apresentada por 
Germinal Dandelin (1794-1847) e Adolphe Quetelet (1796-
1874) baseada nas propriedades focais destas secções. Na 
demonstração, dotada de grande originalidade, são utilizadas 
duas esferas auxiliares, tangentes internamente ao cone, que 
não fazem parte do enunciado. 
 
Elipse 
fig. B.14 Fonte: Veloso (1998) 
AS SECÇÕES CÓNICAS: RESENHA HISTÓRICA |   
 
199
Seja Г uma superfície cónica de revolução e π  um plano que não seja paralelo a 
nenhuma das geratrizes ou passe pelo vértice, O, do cone. Então o plano π corta a 
superfície Г segundo uma elipse E. 
Consideremos duas esferas S1 e S2 tangentes internamente à superfície cónica uma 
abaixo e uma acima do plano π e R1 e R2 os círculos nos quais as esferas são 
tangentes ao cone. Seja P um ponto qualquer de E e OP a geratriz que intersecta as 
esferas S1 e S2 e, consequentemente, R1 e R2 nos pontos Q e T.  
Sejam F1 e F2 os pontos de tangência das esferas com o plano π. Como rectas 
tangentes que se interceptem num ponto distam desse ponto aos pontos de tangência 
a mesma distância26, temos que 
1PF QP=  e 2PF TP=                                               (2.1) 
Como QP TP QT+ =                                                                                        (2.2) 
Portanto de (2.1) e (2.2) podemos concluir que 1 2PF PF QT+ = .                        (2.3) 
Como QT  não varia, independentemente da geratriz escolhida, não depende da 
escolha de P. Pelo que se conclui que a soma (2.3) é constante ou seja: 
A soma das distâncias de um ponto P da elipse aos pontos F1e F2 é constante e igual a 
QT . O que permite, pelas propriedades da elipse, concluir que a curva E se trata de 
uma elipse cujos pontos F1e F2 são os seus focos. 
Procedendo de forma análoga, Dandelin e Quetelet obtiveram a hipérbole, 
considerando duas esferas tangentes segundo circunferências às duas folhas do cone. 
Quanto à parábola apenas se utiliza uma esfera, na medida em que apenas temos um 
foco e uma directriz.27 
 
 
 
 
                                                 
26 J. Sebastião e Silva (1975) expõe esta propriedade da seguinte forma: “Quando, por um ponto P exterior a 
uma esfera S se conduzem rectas tangentes a S, as distâncias de P aos pontos de tangência são todas iguais 
entre si.”   
27 Note-se que nas três cónicas a directriz é a intersecção do plano π com o plano horizontal que contém o(s) 
círculo(s) de tangência da(s) esfera(s) com o cone. 
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2.2.1. A geometria projectiva 
“Se a geometria euclidiana corresponde à nossa concepção mental do mundo que nos 
rodeia, a geometria projectiva representa alguns padrões que nos permitem ver o 
mundo conforme o vemos, uma vez que todos os dados visuais que recebemos nas 
nossas retinas são construídos por imagens planas e bidimensionais.” (Devlin)28 
Girard Desargues (1591-1661), engenheiro e arquitecto francês, terá analisado os 
escritos de Descartes e, tal como Fermat, entrou na disputa de resolução do problema 
das tangentes. Também Desargues intencionou unificar o trabalho de Apolónio, 
seguindo no entanto, uma perspectiva bem distinta. Apoiando-se em métodos 
meramente geométricos introduz conceitos novos como o de ponto do infinito na recta 
ou que rectas paralelas encontram-se no infinito, tendo criado os princípios 
fundamentais de uma nova geometria – a geometria projectiva. A ideia essencial 
inerente a esta nova forma de encarar a geometria consiste em considerar 
propriedades que se conservam após uma projecção. Desargues na sua obra Brouillon 
Project d’une atteinte aux événements dês rencontres du Cone avec un plan29 introduz 
                                                 
28 Devlin, K. (2002) p. 137 
29 Este tratado não foi muito bem aceite num mundo científico onde o pensamento geométrico estava 
“algebrizado” e depressa se perdeu. 
π 
 
πd1
d2 
fig. B.15 e B. 16  Fonte: Sebastião e SIlva(1975) 
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conceitos como ponto do infinito da recta,  recta do infinito do plano ou involução30 que 
passam a fazer parte desta nova linguagem.  
 
 
 
 
 
 
O facto de uma projecção poder distorcer os comprimentos ou ângulos de um dado 
objecto, impede a utilização de axiomas ou teoremas relacionados com o comprimento, 
ângulos ou congruência. E embora a projecção de uma curva seja uma curva, a 
classificação da geometria analítica torna-se incompatível com os princípios da 
geometria projectiva. O exemplo da circunferência demonstra essa impossibilidade na 
medida em que a projecção de um círculo nem sempre é um círculo, sob certa 
projecção pode ser uma elipse. Desargues conclui que as secções cónicas podem ser 
obtidas umas através das outras quando projectadas. Como na geometria projectiva 
apenas faz sentido estudar as propriedades que permanecem invariantes por 
projecção, bastava, por exemplo, estudar as propriedades da circunferência para obter 
as propriedades das outras cónicas. Sem dúvida que simplifica os cálculos se 
compararmos com os longos resultados de Apolónio. Diversos problemas, como o de 
Papo, podiam agora ser entendidos sob uma outra perspectiva em que questões como 
as rectas paralelas já não constituíam uma preocupação. Outro aspecto que 
Desargues notou foi que os diâmetros das cónicas são os pólos dos pontos no infinito. 
Baseando-se nas descobertas de Desargues, Blaise Pascal (1623-1662) escreveu um 
ensaio sobre as cónicas, onde apresenta o famoso teorema de Pascal que permite 
construir a cónica dados cinco dos seus pontos. 
Teorema de Pascal:  
Se um hexágono está inscrito numa cónica, então os lados opostos (prolongados) 
intersectam-se em três pontos colineares.  
 
                                                 
30 Consiste em considerar pares de pontos de uma recta cujo produto das distâncias a um ponto fixo é 
constante 
fig. B.17 Fonte: Devlin (2002) 
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Após as descobertas de Desargues e Pascal a geometria projectiva cai no 
esquecimento até ao início do século XIX. Charles Brianchon (1783-1864), aplicando 
o Teorema de Pascal e usando geometria projectiva sintética obtém demonstrações 
elegantes para problemas resolvidos de forma complicada pela geometria analítica. Em 
1813, Jean Victor Poncelet (1788-1867) escreve o primeiro tratado que sintetiza os 
princípios da Geometria Projectiva, Traité dês Proprietés Projectives des Figures. 
Poncelet é considerado, conjuntamente com Brianchon, o pai desta nova Geometria, 
renovando o interesse pelos métodos geométricos puros. Em 1820 escreve um Essai 
sur les Propriétes Projectives dês Sections Coniques onde aborda a teoria polar das 
cónicas, já desenvolvida por Desargues. 
Teoria polar das cónicas:  
Se considerarmos uma circunferência c, a sua 
recta polar de A, um ponto exterior à 
circunferência, é a recta definida pelos pontos de 
tangência das tangentes a c tiradas por A. Da 
mesma forma que dada uma recta que intersecte a 
circunferência, como a, A será o pólo de a.31  
Esta teoria permite estabelecer uma 
correspondência entre o conjunto de rectas e o conjunto de pontos do plano. Aos 
pontos da circunferência (ou de qualquer cónica) correspondem as tangentes à 
circunferência (ou cónica) nesses pontos e vice-versa. Este princípio de “dualidade”, 
                                                 
31Veloso, E. (2001) p.304 
fig. B.18  
fig. B.19  
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que deu consistência à geometria projectiva, permite substituir, em qualquer teorema, 
pontos por rectas ou rectas por pontos.  
Plücker (1801-1868), matemático alemão, demonstrou esse princípio, introduzindo 
coordenadas, o que permitiu lidar, de forma algébrica, com pontos no infinito, 
estabelecendo uma correspondência entre transformações projectivas e 
transformações lineares (em coordenadas). 
Esta correspondência torna possível um desenvolvimento da geometria projectiva, em 
paralelo, com a geometria analítica e o estudo das curvas algébricas podia ser feito 
sob múltiplas perspectivas. 
As ideias de Poncelet foram, também, desenvolvidas pelo matemático suíço Jacob 
Steiner (1796-1863) considerado “o maior geómetra desde Apolónio”. E, de facto, 
Steiner possuía um profundo talento para tratar a geometria de forma sintética. O seu 
contributo no âmbito das cónicas consiste na nova definição que criou para secção 
cónica. As cónicas, na geometria projectiva passaram a ser vistas como o lugar dos 
pontos de intersecção das rectas correspondentes de dois feixes homográficos com 
vértices distintos. 
Os contornos da geometria projectiva, que em muitos trabalhos de Poncelet e Steiner 
se encontravam dependentes de propriedades de métrica, mudariam com Karl Georg 
Christian von Staudt (1798-1867) ao libertá-la de qualquer base métrica. Michel 
Chasles (1793-1880), referência da geometria sintética ainda hoje, recebeu a medalha 
da Royal Society pelo seu Traité des Sections Coniques.  
A geometria sintética fazia grandes progressos, enquanto a geometria analítica 
necessitava de uma imensidão de cálculos algébricos, para resolver problemas que por 
vezes eram simples. A evolução na criação de sistemas de coordenadas32 diferentes das 
rectangulares ou oblíquas foi o ponto de partida de matemáticos como Plücker que se 
empenharam em demonstrar que, quando usada de forma adequada, a geometria 
analítica pode apresentar-se tão simples e elegante como a geometria sintética.  
A geometria métrica, após a escolha de uma definição projectiva de métrica pode ser 
tratada no âmbito da geometria projectiva. Pela adjunção de cónica invariante na 
geometria projectiva foi possível descobrir geometrias não-euclidianas. E com alterações 
de postulados passar da geometria projectiva à geometria euclidiana tornou-se muito útil. 
                                                 
32 O estudo de certas curvas pode ser facilitado com o uso de coordenadas polares. 
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Apêndice C: Tarefa de Investigação: As secções cónicas 
Investigação 1: A hipérbole 
Após uma contextualização histórico-cultural sobre as secções cónicas, que foque 
aspectos como a origem das secções cónicas como resultado do corte de um 
cone com um plano em diferentes inclinações, o professor poderia começar por 
expor a Definição 1 (definição geométrica usual de hipérbole) e propor a 
realização da Tarefa 1, que tem como principal objectivo a exploração da 
definição de hipérbole, recorrendo, para isso, a um programa de geometria 
dinâmica. 
  
Definição 1. Chama-se hipérbole ao conjunto dos pontos P do plano tais que o 
módulo da diferença das distâncias de P a dois pontos fixos do plano (focos da 
hipérbole) é igual a um comprimento constante, não nulo mas menor do que a 
distância entre os focos.  
 
Tarefa: 
1. Utilizando o método das dobragens represente o conjunto de pontos do plano 
que define uma hipérbole: 
1.1. Proceda à construção em papel.  
1.2. Proceda à construção, equivalente, com recurso a um programa de 
geometria dinâmica, seguindo as instruções na folha apensa. 
 
2. O conjunto de pontos obtido define uma hipérbole? Sugestões:  
a) Verifique a propriedade que define uma hipérbole recorrendo à alínea 1.2.  
b) Mostre porque é que se verifica essa propriedade. 
 
3. Considere um sistema de eixos ortogonais xOy e dois pontos F1 e F2. Adopte 
para eixo das abcissas a recta F2F1 (orientada de F2 para F1) e para eixo de 
ordenadas a mediatriz de [F2F1]. E considere um ponto genérico da hipérbole, P, 
de coordenadas (x, y). Apresente a condição que define uma hipérbole nestas 
condições. 
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Comentários à resolução da Tarefa 1: 
1. 
O aluno iniciaria o seu estudo com a construção da hipérbole, pelo método das 
dobragens, em papel. Posteriormente, faria uma construção baseada no mesmo 
processo utilizando um programa de geometria dinâmica, por exemplo The 
Geometer’s Skechtpad. De notar que a utilização de software com estas 
características permite uma representação rigorosa do pretendido, além de uma 
execução de rotinas de geometria euclideana (traçado de rectas, segmentos de 
recta, mediatrizes, pontos de intersecção, …). Permite, ainda, efectuar e escrever, 
no ecrã, resultados de medições habituais em geometria (por exemplo distâncias) 
e garantir a possibilidade de, ao modelar no ecrã a construção obtida em papel, 
lidar com construções dinâmicas. 
 
2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
De seguida, o aluno seria levado a justificar, que o lugar geométrico obtido 
constituía, de facto, uma hipérbole. O professor poderia orientar o aluno no 
sentido de este explorar a definição 1 recorrendo, ainda, ao software em uso. E 
verificar que fazendo arrastar o ponto P sobre a hipérbole, o módulo da diferença 
das distâncias | |F P F P2 1−  permanece constante. Posteriormente, o aluno, 
conjuntamente com o professor, deve reflectir sobre a definição da hipérbole e 
tentar justificar, formalmente, os factos observados, registando-os de seguida (o 
que constitui uma abordagem sintética do problema): 
c 
 
 
  
G 
M 
F1 F2 P 
F P cm
F P cm
F G cm
GP cm
F P F P cm
2
1
2
2 1
115
4 15
3 00
4 15
3 00
=
=
=
=
− =
,
,
,
,
,
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O ponto P está sobre a bissectriz perpendicular de F G1 . Então GP F P≅ 1 . 
Se | |F P GP F G2 2− =   então | |F P F P F G2 1 2− = . 
Como [F2G] é o raio da circunferência com centro em F2, este é um valor 
constante, independentemente do lugar que G tome. 
Logo, a diferença | |F P F P2 1−  é constante e o local que o ponto P percorre é, por 
definição, uma hipérbole.                 
                                                                                                                      
3.  
Nesta questão pretende-se que o aluno utilize conhecimentos de Geometria 
recorrendo a uma abordagem através de coordenadas para justificar, seguindo 
um método analítico, as suas conjecturas. 
Na medida em que alguns alunos sentem uma grande dificuldade em tratar 
casos gerais, poderia ser dado, primeiramente, a concretização com valores 
através de um caso particular e só posteriormente a generalização para o caso 
geral. Se os alunos em causa não sentissem grandes dificuldades neste aspecto, 
o professor poderia apresentar o caso geral e pedir-lhes que o reproduzissem 
para um caso particular.  
 
Caso geral 
Tome-se um referencial o.n., de modo que 
seja F c1 0,b g e F c2 0− ,b g, sendo 2c a distância 
focal.  
Seja P(x,y) um ponto genérico da hipérbole, e   
0 < a < c. Considerando a propriedade 
característica dos pontos P do lugar geométrico 
considerado, temos a seguinte igualdade 
                                    d d a2 1 2− =  
Então, para que o ponto P pertença à hipérbole temos que 
PF PF a x c y x c y a2 1
2 2 2 22 2− = ⇔ + + − − + = ±b g b g  
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Isolando o primeiro radical e quadrando ambos os membros1obtemos, 
simplificando: 
4 4 42 2 2 2 2 2cx a a x c y cx a a x c y− = ± − + ⇔ − = ± − +b g b g  
Quadrando, novamente, e simplificando obtemos 
    c a x a y a c a2 2 2 2 2 2 2 2− − = −d i d i 
Como 0 < a < c, a expressão c a2 2−  é positiva, logo podemos fazer c a b2 2 2− =  
e a equação transforma-se na condição equivalente 
b x a y a b b c a2 2 2 2 2 2 2 2 2− = ∧ = −  
Ou ainda                            x
a
y
b
b c a
2
2
2
2
2 2 21− = ∧ = −  .                                      (1) 
A (1) chamamos equação reduzida da hipérbole. 
                                                                                                                                               
Das constantes a, b, c, sabemos que, por enquanto, são positivas, que c é a 
distância focal, que a c<  por definição, que b c<  por construção e que 
c a b2 2 2= + , logo podem ser medidas de lados dum triângulo rectângulo.                                     
Investigação 2: Outra definição para cónica: Excentricidade 
O estudo das cónicas pode ser complementado com o estudo da sua 
excentricidade. Uma das formas de abordar este item é através da exploração da 
seguinte definição: 
 
Definição 2. Cónica é o conjunto dos pontos do plano tais que é constante a 
razão das distâncias de cada um deles a um ponto fixo (foco) e a uma recta fixa 
(directriz). 
 
A razão chama-se excentricidade (e) da cónica. 
 
                                                              ,    
 
                                                 
1 Deve provar-se que as equações obtidas são equivalentes à primeira e que ao elevar os membros duma 
equação ao quadrado não se obtêm raízes não reais. 
e PF
PD
= F - foco da cónica 
D - um ponto sobre a directriz 
P - um ponto sobre a curva cónica 
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De seguida, o professor poderia propor ao aluno a resolução da tarefa 2 que 
tem como objectivo fundamental o estudo da excentricidade de uma cónica e da 
exploração da seguinte propriedade: 
 
Propriedade 1. Se e < 1, a cónica é uma elipse (um caso particular da elipse -  a 
circunferência - ocorre quando 
e=0, ou seja, PD →∞ ) 
Se e = 1, a cónica é uma parábola 
Se e > 1, a cónica é uma hipérbole  
 
Tarefa:  
1. Após a observação da construção em software no programa de geometria 
dinâmica - The Geometer’s Skechtpad - “Excentricidade”2 descreva o que 
acontece à cónica variando a sua excentricidade. E estabeleça uma conjectura 
acerca do valor da excentricidade e da cónica correspondente. 
 
2. José Anastácio da Cunha, matemático português do século XVIII, redigiu 
“Ensaio sobre as Minas” que consiste numa obra que aplica diversos conceitos 
matemáticos a processos de construção de minas. As secções cónicas foram um 
dos temas que tratou, definindo-as da seguinte forma: 
                                                 
2 Programa fornecido aos alunos. 
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“Sobre a linha Recta AB destinada para directrix se levante huma 
perpendicular CG indefinita, e nella se escolha hum ponto qualquer D 
para vértice, e outro qualquer F, para Foco, ou embigo de huma curva, e 
exprima p, e q a razão das distâncias do vértice ao Foco, e a directrix, isto 
he, chame-se CD, p; e DF, q; digo que se cada hum dos pontos da Curva 
distar da directrix, e do Foco na razão de p a q, será huma sessão Cónica, 
por se acharem nas Sessoens de hum Cone as mesmas propriedades como 
deverá”  
Posteriormente, Anastácio da Cunha tenta descrever a trajectória da terra 
após a explosão da pólvora (na construção de uma mina), utilizando um 
modelo plano de transformação de secções cónicas: 
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“Temos visto pelo movimento da directrix formar-se do circulo a Elipse, 
Parabole, e Hipérbole, e abrir-se até a linha recta. O que temos ditto 
sobeja para a intelligencia do que se segue e basta para dar aos 
principiantes para quem só escrevo huma ideia deste methodo” 
 
 
 
 
 
 
 
 
“Não concorre tudo isto confirmar-nos, em que a escavação de huma 
Mina se hade formar da mesma sorte que vimos na Preparção hir pelo 
movimento da Directrix, abrindo-se e estendendo-se o circulo até formar a 
parabole?” 
 
Interprete o raciocínio utilizado por Anastácio da Cunha e verifique se a conjectura 
proposta na alínea anterior pode ser utilizada neste caso específico. 
 
3. Demonstre, analiticamente, a conjectura obtida. 
 
4. Verifique a definição 2.  
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Janela do programa, The Geometer’s Sketchpad,-  
aplicação “Excentricidade” 
d2
d1
Excentricidade
Excentricidade  = 0,67 
d2 = 2,493 cm
d1 = 2,493 cm
Animar
Circunferência
Elipse
Parábola
Hipérbole
F2 F1P
arrastar
(Cónica é o conjunto dos pontos do plano tais que é constante a razão das 
distâncias de cada um deles a um ponto fixo (foco) e a uma recta fixa 
(directriz)). 
 
Comentários à resolução da Tarefa 2: 
O aluno deve concluir que a aplicação dinâmica “Excentricidade” demonstra os 
efeitos geométricos da variação da excentricidade nas cónicas. 
Iniciando com excentricidade zero, pode-se observar uma elipse de focos F1 e F2 - 
o caso da circunferência. Ao fazer variar a excentricidade e e à medida que esta 
se aproxima de 1, a distância focal aumenta e a forma da elipse torna-se 
achatada. Quando a excentricidade ultrapassa o valor de 1 ocorre a transição da 
elipse para a hipérbole. Quando e =1 
ocorre o caso da parábola. Concluindo-
se, por recurso ao programa, que: 
- se e < 1, a cónica é uma elipse 
(um caso particular da elipse -  a 
circunferência - ocorre quando 
e=0); 
- se e = 1, a cónica é uma parábola; 
- se e > 1, a cónica é uma hipérbole. 
 
Observando a expressão que define analiticamente uma elipse centrada na 
origem tem-se que: 
                              x
a
y
b
b a c e c
a
2
2
2
2
2 2 21+ = = − =, , . 
Quando e = 0, a equação da elipse mostra que c = 0 e a = b, logo o foco é 
coincidente com a origem - a elipse é uma circunferência. À medida que e se 
aproxima de 1 b aproxima-se de zero. Quando b =0 a equação para a elipse não 
se aplica, dado que requer uma divisão por zero. À medida que e cresce a partir 
de 1, os focos continuam a separar-se e a cónica resultante é uma hipérbole. 
Donde se pode chegar à mesma conclusão anterior.             
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Anexos 
 
 
 
Frontispícios das obras analisadas
  
